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Пояснительная записка 
 

Методические рекомендации призваны оказывать помощь студентам в изучении 

основных понятий, идей, теорий и положений дисциплины «Математика», изучаемых в 

ходе конкретного занятия, способствовать развитию их умений, навыков и являются одним 

из способов проверки знаний студентов. 

Выполнение учащимися практических работ направленно на: 

- обобщение, систематизацию, углубление, закрепление полученных теоретических 

знаний по конкретным темам; 

- формирование умений применять полученные знания на практике и реализацию 

единства интеллектуальной и практической деятельности; 

- развитие интеллектуальных умений у будущих специалистов: аналитических, 

проектировочных, конструктивных и др.;  

- выработку при решении поставленных задач таких профессиональных качеств, как 

самостоятельность, ответственность, точность, творческая инициатива.   

При проведении практических работ учебная группа может делиться на подгруппы 

численностью не меньше 8 человек. 

Каждая практическая работа составлена с ведущей дидактической целью - 

формирование практических умений. 

Содержание практических работ нацелено и на развитие профессиональных умений 

и навыков. Выполнение расчётов, чертежей, инструктивными материалами, 

справочниками, умение пользоваться современными информационно-

коммуникационными технологиями. Наряду, с формированием умений и навыков, в 

процессе выполнения практических работ обобщаются, систематизируются, углубляются и 

конкретизируются теоретические знания, вырабатывается способность и готовность 

использовать теоретические знания на практике, развиваются интеллектуальные умения. 

В данных методических указаниях в начале каждой темы кратко излагаются 

основные теоретические сведения (определения, формулы), необходимые для решения 

последующих задач. Приводятся решения типовых примеров и задач. Даются упражнения 

для закрепления материала. 
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Практическая работа №1. 

Тема 1.1: Цели и задачи математики при освоении специальности. 

Цель: Определение основных целей и задач изучения математики при освоении 

профессии; актуализация и систематизация основных знаний из школьного курса 

математики   

Теоретическая часть:  

Главная особенность образовательной системы заключается в том, что основной 

целью, стоящей перед учебными заведениями системы среднего профессионального 

образования, является подготовка высококвалифицированного специалиста в данной 

области.  

Цель изучения математики в средних специальных учебных заведениях состоит в 

том, чтобы углубить знания по изученным в средней школе разделам и ознакомиться с 

некоторыми новыми разделами математики (аналитической геометрией, теорией 

дифференциальных уравнений, теорией вероятностей, и др.), которые обогащают общую 

культуру, развивают логическое мышление и широко используются в математическом 

моделировании задач, с которыми встречается современный специалист в своей 

деятельности. Главная цель изучения математики студентами средних профессиональных 

учебных заведений состоит в том, чтобы математику можно было применять. Имеются в 

виду применения в самом широком плане: не только на производстве, но и в других 

дисциплинах, при чтении специальной и популярной литературы, в быту; кроме того, 

основные математические понятия позволяют глубже осмысливать различные факты, 

видеть их общие черты; навыки разумной точности могут помочь формулировать мысли и. 

т. д.  

- Обучения математике должно обладать свойствам фундаментальности. Цель 

обеспечения фундаментальной математической подготовки в среднем профессиональном 

образовании и специализации, по которой происходит обучение, состоит в том, что курс 

математики должен ознакомить студентов с основополагающими математическими 

понятиями и фактами, обеспечить уровень математических знаний, умений и навыков, 

гарантирующих овладение фундаментом специальных дисциплин.  

- Вторая цель - ориентация математической подготовки на специальную подготовку 

студента, то есть необходимость в процессе обучения ориентироваться на глубокое и 

полное усвоение студентами разделов математики, являющихся базой для освоения ряда 

специальных дисциплин. При этом знания студентов по остальным разделам курса должны 

быть достаточными для освоения профессионально значимых знаний.  

- Третья цель математического образования в средних профессиональных учебных 

заведениях - подготовка студентов к их профессиональной деятельности, направленной на 

умение будущих специалистов применять математические знания в своей 

профессиональной деятельности. Для ее реализации следует наполнить профессионально 

важные разделы курса «Математика» задачами профессионального содержания. Курс 

математики в среднем профессиональном образовании несет двойную нагрузку — как 

самостоятельный учебный предмет, в котором должна соблюдаться строгая логическая 

последовательность изложения материала, и как аппарат для широкого применения его в 

специальных дисциплинах. Изучение математики в среднем профессиональном 

образовании направлено на формирование общеучебных компетенций по четырем блокам: 

самоорганизации, самообучения, информационному, коммуникативному, а на их основе 

общих компетенций. Общие компетенции (ОК) формируются в процессе учебной и 

внеаудиторной самостоятельной деятельности студентов при изучении предмета. 

Программа учебного предмета ориентирована на достижение следующих целей: ‒ 

обеспечение сформированности представлений о социальных, культурных и исторических 

факторах становления математики; ‒ обеспечение сформированности логического, 
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алгоритмического и математического мышления; ‒ обеспечение сформированности умений 

применять полученные знания при решении различных задач; ‒ обеспечение 

сформированности представлений о математике как части общечеловеческой культуры, 

универсальном языке науки, позволяющем описывать и изучать реальные процессы и 

явления. Главной задачей образования в системе СПО является подготовка 

высококвалифицированных специалистов, которые должны занять свое место на 

конкурентном рынке труда. 

 

Вопросы: 

1) Назовите цель изучения математики в средних специальных учебных заведениях 

2) В чем состоит главная задача образования в системе СПО? 

3) Приведите примеры использования математики в вашей будущей профессии 

 

Решение заданий: 

В1. Показания счетчика электроэнергии 1 мая составлял 37192 кВт /ч, а 1 июня – 37 292 кВт 

/ч. Сколько нужно заплатить за электроэнергию за май, если 1 кВт /ч электроэнергии стоит 

4 руб. 17 коп.? 

В2. На рисунке жирными точками показано суточное количество осадков, выпадавших в 

Казани с 3 по 15 февраля 1909 года. По горизонтали указываются числа месяца, по 

вертикали — количество осадков, выпавших в соответствующий день, в миллиметрах. Для 

наглядности жирные точки на рисунке соединены линией. Определите по рисунку, сколько 

дней из данного периода выпадало более 3 миллиметров осадков. 

 

В3.Найдите значение выражения при ; ; . 

В4. Для транспортировки 3 тонн груза на 50 км можно воспользоваться услугами одной из 

трех фирм-перевозчиков. Стоимость перевозки и грузоподъемность автомобилей для 

каждого перевозчика указана в таблице. Сколько рублей придется заплатить за самую 

дешевую перевозку? 

Перевозчик Стоимость перевозки одним 

автомобилем  

(руб. на 10 км) 

Грузоподъемность 

автомобилей  

(тонн) 

А 110 2,2 

Б 140 2,8 

В 160 3,2 

В5. На клетчатой бумаге с размером клетки 1× 1 изображён угол. Найдите тангенс этого 

угла. 
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В6.  
В7. В соревнованиях по толканию ядра участвуют 4 спортсмена из Финляндии, 7 

спортсменов из Дании, 9 спортсменов из Швеции и 5 — из Норвегии. Порядок, в котором 

выступают спортсмены, определяется жребием. Найдите вероятность того, что спортсмен, 

который выступает последним, окажется из Швеции. 

В8.  

В9.. Моторная лодка прошла против течения реки 112 км и вернулась в пункт отправления, 

затратив на обратный путь на 6 часов меньше. Найдите скорость течения, если скорость 

лодки в неподвижной воде равна 11 км/ч. Ответ дайте в км/ч. 

В10.  

 

Практическая работа №2 

Тема 1.2: Числа и вычисления. Выражения и преобразования. Процентные 

вычисления 

Цель: Обобщение и систематизация знаний, умений, навыков учащихся при 

выполнении арифметических действий над обыкновенными и десятичными дробями; 

процентные вычисления 

 

Теоретическая часть: 

Натуральные числа, получаемые при естественном счёте; множество натуральных 

чисел обозначается N; N = {0, 1, 2, 3, …}. 

Целые числа, получаемые объединением натуральных чисел с множеством 

отрицательных чисел и нулём, обозначаются 

Z = {–2, –1, 0, 1, 2, …}. 

Рациональные числа — числа, представленные в виде дроби m/n (n ≠ 0), где m — 

целое число, а n — натуральное число. 

Для рациональных чисел определены четыре «классические» арифметические 

действия: сложение, вычитание, умножение и деление (кроме деления на ноль). 

Для обозначения рациональных чисел используется знак 

Q.  

Действительные (вещественные) числа представляют собой расширение множества 

рациональных чисел. Множество вещественных чисел обозначается R. 
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Кроме рациональных чисел, R включает множество иррациональных чисел, не 

представимых в виде отношения целых. Кроме подразделения на рациональные и 

иррациональные, действительные числа также подразделяются на алгебраические и 

трансцендентные. При этом каждое трансцендентное число является иррациональным, 

каждое рациональное число — алгебраическим. 

Иррациональные числа. 

1) любое рациональное число изображается бесконечной десятичной дробью; 

2) всякое иррациональное число изображается бесконечной десятичной дробью; 

3) любое действительное число может быть представлено в виде бесконечной 

десятичной дроби; 

4) всякая бесконечная десятичная дробь представляет действительное число 

(обратное утверждение). 

Обозначение (имя) Что означает имя 

N Множество натуральных чисел 

Z Множество целых чисел 

Q Множество рациональных чисел 

R Множество действительных чисел 

 

Действия с дробями: 

1. Сложение. Суммой дробей с одним и тем же знаменателем называют дробь, 

имеющую тот же знаменатель, а числитель равен сумме числителей данных дробей, т.е. 

 
Это определение можно сформулировать также в виде следующего правила. 

Чтобы сложить дроби с одинаковыми знаменателями, надо сложить их числители, а 

знаменатель оставить тот же. 

Пример. . 

Чтобы сложить дроби с разными знаменателями, надо привести их к наименьшему 

общему знаменателю, а затем сложить полученные числители и под суммой подписать 

общий знаменатель. 

Пример.  

Короче записывают так:  

Чтобы сложить смешанные числа, нужно отдельно найти сумму целых и сумму 

дробных частей. Действие записывается так: 

 
2. Вычитание. Вычитание дробей можно определить как действие, обратное 

сложению дробей. Вычесть из одного дробного числа второе это значит найти третье число, 

которое в сумме со вторым дает первое. Из этого определения следует правило: 

Чтобы вычесть дроби с одинаковыми знаменателями, нужно вычесть числитель 

вычитаемого из числителя уменьшаемого и оставить прежний знаменатель. Действие 

записывают так: 
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Чтобы вычесть дроби с разными знаменателями, нужно сначала привести их к 

наименьшему общему знаменателю, затем из числителя уменьшаемого вычесть числитель 

вычитаемого и под их разностью подписать общий знаменатель. Действие записывают так: 

 
Если нужно вычесть одно смешанное число из другого смешанного числа, то, если 

можно, вычитают дробь из дроби, а целое из целого. Действие записывают так: 

 
Если же дробь вычитаемого больше дроби уменьшаемого, то берут одну единицу из 

целого числа уменьшаемого, раздробляют ее в надлежащие доли и прибавляют к дроби 

уменьшаемого, после чего поступают, как описано выше. Действие записывают так: 

 
Аналогично поступают, когда надо вычесть из целого числа дробное. 

Пример. . 

3. Распространение свойств сложения и вычитания на дробные числа. Все законы 

и свойства сложения и вычитания натуральных чисел справедливы и для дробных чисел. 

Их применение во многих случаях значительно упрощает процесс вычисления. 

Пример 1. . 

Здесь использованы переместительный и сочетательный законы сложения. 

Пример 2. . 

Здесь использовано правило прибавления суммы к числу. 

Пример 3. . 

Пример 4. . 

Здесь использованы правила вычитания из числа разности и суммы. 

4. Умножение. Умножение дроби на целое число можно понимать так же, как и 

умножение целого числа на целое, т.е. как сложение одинаковых слагаемых. Например, 

. 

Но для умножения на дробь такое толкование не подходит. Например, 

умножая  на , нельзя сказать, что здесь "  надо взять  раза слагаемым". 
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Здесь необходимо дать новое определение. 

Произведением дробей называют такую дробь, числитель которой равен 

произведению числителей данных дробей, а знаменатель - произведению их знаменателей, 

т.е. , чтобы умножить дробь на дробь, нужно умножить числитель на 

числитель, а знаменатель на знаменатель и первое произведение сделать числителем, а 

второе - знаменателем: . 

При умножении следует делать (если возможно) сокращение. 

Пример. . 

Если учесть, что целое число представляет собой дробь со знаменателем 1, то 

умножение дроби на целое число и целого числа на дробь можно выполнять поэтому же 

правилу. 

Примеры.  

5. Умножение смешанных чисел. Чтобы перемножить смешанные числа, нужно 

предварительно обратить их в неправильные дроби и потом перемножать по правилу 

умножения дробей. 

Пример. . 

Если же перемножают смешанное число на целое, то проще множить отдельно 

целую часть и дробную часть. 

Пример.  

6. Распространение свойств умножения на дробные числа. Свойства умножения 

натуральных чисел справедливы и для дробей. Их использование упрощает устные и 

письменные вычисления. 

Пример 1. . 

Пример 2. . 

Пример 3. . 

Пример 4. . 

7. Деление дробей. Для деления дробей сохраняется то же определение, что и для 

деления целых чисел: это - действие посредством которого по данному произведению двух 

сомножителей и одному из этих сомножителей отыскивается второй сомножитель. 
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Разделить одно число на второе - значит найти такое третье число, которое при умножении 

на второе дает первое. Выполняют деление дробей по следующему правилу. 

Чтобы разделить дробь на дробь, нужно числитель первой дроби умножить на 

знаменатель второй, а знаменатель первой на числитель второй и первое произведение 

записать числителем, а второе - знаменателем: . 

Пример. . 

По этому же правилу можно выполнять деление дроби на целое число и целого на 

дробь, если представить целое число в виде дроби со знаменателем 1. 

Примеры. 

 
Однако в последнем примере проще числитель разделить на целое число: 

 
8. Деление смешанных чисел. Чтобы выполнить деление смешанных чисел, их 

предварительно обращают в неправильные дроби и затем делят по правилу деления дробей. 

Пример. . 

Однако при делении смешанного числа на целое бывает удобней делить отдельно 

целую часть и отдельно дробную часть смешанного числа. 

Пример. . 

9. Замена деления умножением. Если в какой-нибудь дроби поменять местами 

числитель и знаменатель, получится новая дробь, обратная данной. Например, для 

дроби  обратная дробь будет . 

Очевидно, что произведение двух взаимно обратных дробей равно 1. 

. 

Учитывая это, можно деление выполнять по следующему правилу. 

Чтобы разделить одно число на другое, нужно делимое умножить на число, обратное 

делителю. 

Пример 1. . 

Пример 2.  

Пример 3. . 
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10. Примеры на все действия с обыкновенными дробями. Решение примеров на все 

действия с дробями выполняют с помощью записи по отдельным действиям или записи 

цепочкой. 

Пример. Вычислить: 

 
Решение по частям. 

 
Ответ. 1. 

Пример вычисления цепочкой: 

 
 

Процентные вычисления. 

Когда мы описываем разные части целого, мы используем такие понятия, как 

половина (1/2), треть (1/3), четверть (1/4). Это удобно: отрезать половину пирога, пройти 

треть пути, закончить первую четверть в школе. 
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Чтобы называть сотые доли, придумали процент (1/100): с латинского языка — «за 

сто». 

Процент — это одна сотая часть от любого числа. Обозначается вот так: %. 

1%=1/100=0,01 

 

Как перевести проценты в десятичную дробь? Нужно убрать знак % и разделить 

число на 100. Например, 18% — это 18 : 100 = 0,18. 

А если нужно перевести десятичную дробь в проценты — умножаем дробь на 100 и 

добавляем знак %. Например: 

0,18 = 0,18 · 100% = 18%. 

А вот, как перевести проценты в десятичную дробь — обратным действием: 

18% : 100% = 0,18. 

Выразить дробь в процентах просто. Для перевода сначала превратим ее в 

десятичную дробь, а потом используем предыдущее правило и переведем десятичную 

дробь в проценты: 

2/5=0,4 

0,4⋅100%=40% 

8/25=0,32 

0,32⋅100%=32% 

 

Типы задач на проценты 

 

Тип 1. Нахождение процента от числа 

Чтобы найти процент от числа, нужно число умножить на процент. 

Задача. Блогер записал 500 видео для тиктока, но его продюсер сказал, что 20% из 

них — отстой. Сколько роликов придется перезаписать блогеру? 

Как решаем: нужно найти 20% от общего количества снятых роликов (500). 

20% = 0,2 

500 * 0,2 = 100 

Ответ: из общего количества снятых роликов продюсер забраковал 100 штук. 

 

Тип 2. Нахождение числа по его проценту 

Чтобы найти число по его проценту, нужно его известную часть разделить на то, 

сколько процентов она составляет от числа. 

Задачи по поиску процента по числу и числа по его проценту очень похожи. Чтобы 

не перепутать — внимательно читаем условия, иначе зайдем в тупик или решим 

неправильно. Если в задании есть слова «который», «что составляет» и «который 

составляет» — перед нами задача по нахождению числа по его проценту. 

 

Задача. Школьник решил 40 задач из учебника. Что составляет 16% числа всех задач 

в книге. Сколько всего задач собрано в этом учебнике? 

Как решаем: мы не знаем, сколько всего задач в учебнике. Но нам известно, что 40 

задач составляют 16% от общего количества. Запишем 16% в виде дроби: 0,16. Далее 

известную нам часть целого разделим на ту долю, которую она составляет от всего целого. 

40 : 0,16 = 40 · 100 : 16 = 250 

Ответ: 250 задач собрано в этом учебнике. 

 

Тип 3. Нахождение процентного отношения двух чисел 

Чтобы найти, сколько процентов одно число составляет от другого, нужно ту часть, 

о которой спрашивается, разделить на общее количество и умножить на 100%. 

Задача. В секретном чатике 25 человек. 10 из них — девочки. Сколько процентов 

девочек в чате? 
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Как решаем: поделим 10 на 25, полученную дробь переведем в проценты. 

10/25 * 100% = 2/5 * 100% = 2 * 100/5 = 40% 

Ответ: в чатике 40% девочек. 

 

Тип 4. Увеличение числа на процент 

Чтобы увеличить число на некоторое количество процентов, можно найти число, 

которое выражает нужное количество процентов от данного числа, и сложить его с данным 

числом. 

А можно воспользоваться формулой: 

a = b · (1 + с : 100), 

где a — число, которое нужно найти, 

b — первоначальное значение, 

c — проценты. 

 

Задача. В прошлом месяце стикерпак стоил 110 рублей. А в этом месяце на 12% 

больше. Сколько стоит стикер-пак? 

Как решаем: можно найти 12% от 110: 

0,12 · 110 = 13,2. 

Прибавить к исходному числу: 

110 + 13,2 = 123,2 рубля. 

Или можно воспользоваться формулой, тогда: 

110 · (1 + 12 : 100) = 110 · 1,12 = 123,2. 

Ответ: стоимость стикерпака в этом месяце — 123 рубля 20 копеек. 

 

Тип 5. Уменьшение числа на процент 

Чтобы уменьшить число на несколько процентов, можно найти число, которое 

выражает нужное количество процентов данного числа, и вычесть его от данного числа. 

А можно воспользоваться формулой: 

a = b · (1 − с : 100), 

где a — число, которое нужно найти, 

b — первоначальное значение, 

c — проценты. 

 

Задача. В прошлом году школу закончили 100 ребят. А в этом году выпускников на 

25% меньше. Сколько выпускников в этом году? 

Как решаем: можно найти 25% от 100: 

0,25 · 100 = 25. 

Вычесть из исходного числа 100 − 25 = 75 человек. 

Или можно воспользоваться формулой, тогда: 

100 · (1 − 25 : 100) = 75/p> 

Ответ: 75 выпускников в этом году. 

 

Тип 6. Задачи на простые проценты 

Простые проценты — метод расчета процентов, при котором начисления происходят 

на первоначальную сумму вклада или долга. 

Формула расчета выглядит так: 

S = а · (1 + у · х : 100), 

где a — исходная сумма, 

S — сумма, которая наращивается, 

x — процентная ставка, 

y — количество периодов начисления процента. 
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Задача. Марии срочно понадобились деньги и она взяла на один год в долг 70 000 

рублей под 8% ежемесячно. Сколько денег она вернет через год? 

Как решаем: подставим в формулу данные из условий задачи. 

70 000 · (1 + 12 · 8 : 100) = 137 200 

Ответ: 137 200 рублей вернет Мария через год. 

 

Тип 7. Задачи на сложные проценты 

Сложные проценты — это метод расчета процентов, когда проценты прибыли 

прибавляют к сумме на остатке каждый месяц. В следующий раз проценты начисляют на 

эту новую сумму. 

Формула расчета выглядит так: 

S = а · (1 + х : 100)y, 

где S — наращиваемая сумма, 

a — исходная, 

x — процентная ставка, 

y — количество периодов начисления процента. 

 

Задача. Антон хочет оформить вклад 10 000 рублей на 5 лет в банке, который дает 

10% годовых. Какую сумму снимет Антон через 5 лет хранения денег в этом банке? 

Как решаем: просто подставим в формулу данные из условий задачи: 

10000 · (1 + 10 : 100)3 = 13 310 

Ответ: 13 310 рублей снимет Антон через год. 

 

Способы нахождения процента 

 Деление числа на 100 

При делении на 100 получается 1% от этого числа. Это правило можно использовать 

по-разному. Например, чтобы узнать процент от суммы, нужно умножить их на размер 1%. 

А чтобы перевести известное значение, следует разделить его на размер 1%. Этот метод 

отлично помогает в вопросе, как перевести целое число в проценты. 

Представьте, что вы пришли в магазин за шоколадом. Обычно он стоит 250 рублей, 

но сегодня скидка 15%. Если у вас есть дисконтная карта магазина, шоколад обойдется вам 

в 225 рублей. Чем будет выгоднее воспользоваться: скидкой или картой? 

Как решаем: 

Переведем 15% в рубли: 

250 : 100 = 2,5 — это 1% от стоимости шоколада, 

значит 2,5 × 15 = 37,5 — это 15%. 

250 - 37,5 = 212,5. 

212,5 < 225. 

Ответ: выгоднее воспользоваться скидкой 15%. 

 

 Составление пропорции 

Пропорция — определенное соотношение частей между собой. 

 

С помощью метода пропорции можно рассчитать любые %. Выглядит это так: 

a : b = c : d. 

Читается: а относится к b так, как с относится к d. Также важно помнить, что 

произведение крайних членов равно произведению средних. Чтобы узнать неизвестное из 

этого равенства, нужно решить простейшее уравнение. 

Рассмотрим пример. На сколько выгодно покупать спортивную футболку за 1390 

рублей при условии, что в магазине в честь дня всех влюбленных действует скидка 14%? 

Как решаем: 

Узнаем сколько стоит футболка сейчас в % соотношении: 
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100 - 14 = 86, 

значит 1390 рублей это 86%. 

 

Составим пропорцию: 

1390 : 100 = х : 86, 

х = 86 * (1390 : 100), 

х = 1195,4. 

1390 - 1195,4 = 194,6. 

Ответ: купить спортивную футболку выгоднее на 194,6 рубля. 

 

 Соотношения чисел 

Есть случаи, когда найти процент от числа проще, если представить проценты в виде 

простых дробей. В таком случае будем искать часть числа. 

10% — десятая часть целого. Чтобы найти десять %, понадобится известное 

разделить на 10. 

20% — пятая часть целого. Чтобы вычислить двадцать % от известного, его нужно 

разделить на 5. 

25% — четверть целого. Чтобы вычислить двадцать пять %, понадобится известное 

разделить на 4. 

50% — половина целого. Чтобы вычислить половину, нужно известное разделить на 

2. 

75% — три четверти целого. Чтобы вычислить семьдесят пять %, нужно известное 

значение разделить на 4 и умножить на 3. 

 

Задача для тренировки. В черную пятницу вы нашли отличный пиджак со скидкой 

25%. В обычный день он стоит 8500 рублей, но сейчас с собой есть только 6400 рублей. 

Хватит ли средств для покупки? 

Как решаем: 

100 - 25 = 75, 

значит нужно заплатить 75% от первоначальной цены. 

Используем правило соотношения чисел: 

8500 : 4 * 3 = 6375. 

Ответ: средств хватит, так как пиджак стоит 6375 рублей. 

 

Решение задач: 

1. Вода занимает  поверхности Земли. Поэтому Землю называют «голубой 

планетой». Какую часть земной поверхности занимает суша? Ответ:  суша.  

2. Отцу 42 года, а возраст сына составляет  возраста отца. Сколько лет сыну? 

Ответ: 12 лет. 

3. Предельный возраст белки 6 лет, что составляет  предельного возраста зайца. Сколько 

лет может прожить заяц? Ответ: 10 лет.  

4. Длина стороны квадрата  дм. Какова его площадь? Ответ: дм2. 

 

5.Рабочий может выполнить производственное задание за 5 часов, а его ученик – за 

8 часов. Какую часть работы они выполнят вместе после часа работы? Ответ: ч.  
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6.  В первый час автобус прошел  всего пути, во второй  пути, а в третий – 

остальные 28 км. Какое расстояние прошел автобус за три часа? 

 

1)  +  =  (ч) – за два часа. 

      2) 1 –  =  (ч) – прошел в третий час. 4 

        3) 28 :  = 105 (км) – за три часа.  

Ответ: 105 км прошел автобус за три часа. 

 

7. Какое расстояние улитка за часа, если она будет ползти со 

скоростью  км/ч? Ответ:  км.  

8. Из бочки с бензином вначале отлили  всего имеющегося там бензина, 

потом  всего бензина и после этого в бочке осталось 99 литров бензина. Сколько литров 

бензина было в бочке первоначально? 

 

1)  +  =  (ч) – отлили. 

2) 1 –  =  (ч) – осталось. 

3) 99 :  = 252 (л) – было первоначально.  

Ответ: 252 л бензина было в бочке первоначально. 

 

Задача 1. Организм взрослого человека на 70% состоит из воды. Какова масса воды 

в теле человека, который весит 76 кг? 

Как решаем: 

76 · 0,7 = 53,2 кг 

Ответ: масса воды 53,2 кг 

 

Задача 2. Цена товара понизилась на 40%, затем еще на 25%. На сколько процентов 

понизилась цена товара по сравнению с первоначальной ценой? 

Как решаем: 

Обозначим первоначальную цену товара через х. После первого понижения цена 

станет равной. 

х - 0,4х = 0,6x 

Второе понижение цены составляет 25% от новой цены 0,6х, поэтому после второго 

понижения получим: 

0,6х - 0,25 * 0,6x = 0,45x 

После двух понижений изменение цены составит: 

х - 0,45x = 0,55х 

Так как величина 0,55x составляет 55% от величины x, то цена товара понизилась на 

55%. 

Ответ: 55%. 

 

Задача 3. Четыре пары брюк дешевле одного пальто на 8%. На сколько процентов 

пять пар брюк стоят дороже, чем одно пальто? 

Как решаем: 
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По условиям задачи стоимость четырех пар брюк — это 92% от стоимости пальто 

100 - 8 = 92 

Получается, что стоимость одной пары брюк — это 23% стоимости пальто. 

92 : 4 = 23 

Теперь умножим стоимость одной пары брюк на пять и узнаем, что пять пар брюк 

обойдутся в 115% стоимости пальто. 

23 * 5 = 115 

Ответ: пять пар брюк на 15% дороже, чем одно пальто. 

 

Задача 4. Семья состоит из трех человек: муж, жена и дочь-студентка. Если зарплата 

мужа вырастет в два раза, общий доход семьи возрастет на 67%. Если дочери в три раза 

урежут стипендию, общий доход этой семьи уменьшится на 4%. Вычислить, какой процент 

в общий доход семьи приносит заработок жены. 

Как решаем: 

По условиям задачи общий доход семьи напрямую зависит от доходов мужа. 

Благодаря увеличению зарплаты общий доход семьи вырастет на 67%. Значит, зарплата 

мужа составляет как раз 67% от общего дохода. 

Если стипендия дочери уменьшится в три раза (т.е. на 1/3), останется 2/3 — это и 

есть 4%, на которые уменьшился бы семейных доход. 

Можно составить простую пропорцию и выяснить, что раз 2/3 стипендии — это 4% 

дохода, то вся стипендия — это 6%. 

А теперь отнимем от всего дохода вклад мужа и дочери и узнаем, какой процент 

составляет заработок жены в общем доходе семьи: 100 – 67 – 6 = 27. 

Ответ: заработок жены составляет 27%. 

 

Задача 5. В свежих абрикосах 90% влаги, а в сухофрукте кураге только 5%. Сколько 

килограммов абрикосов нужно, чтобы получить 20 килограммов кураги? 

Как решаем: 

Исходя из условия, в абрикосах 10% питательного вещества, а в кураге в 

концентрированном виде — 95%. 

Поэтому в 20 килограммах кураги 20 * 0,95 = 19 кг питательного вещества. 

Значит, 19 килограммов питательного вещества в абрикосах — это 10% веса свежих 

абрикосов. Найдем число по проценту. 

19 : 0,1 = 190 

Ответ: 190 кг свежих абрикосов потребуется для изготовления 20 кг кураги.  

 

Практическая работа №3 

 

Тема 1.3: Уравнения и неравенства. Системы уравнений и неравенств 

Цель: Обобщить и систематизировать знания, умения учащихся при решении 

линейных и квадратичных уравнений и неравенств 

 

Теоретическая часть: 

Линейные уравнения 

Линейным уравнением относительно переменной   x   называется уравнение первой 

степени 𝑘𝑥 + 𝑏 = 0      (1),  где   k   и   b  – произвольные вещественные числа. 

В случае 𝑘 ≠ 0  уравнение (1) имеет единственное решение при любом значении   b : 

𝑥 = −
𝑏

𝑘
 

В случае, когда 𝑘 = 0, 𝑏 ≠ 0 уравнение (1) решений не имеет. 
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В случае, когда  k = 0,   b = 0,  решением уравнения (1) является любое число 

 
Если изначально задано уравнение, содержащее переменную в знаменателе, то перед 

решением необходимо указать область определения, исключить из ответа корни, при 

которых выражение не имеет смысла. 

 
Линейные неравенства 

Линейным неравенством относительно переменной   x   называется неравенство, 

принадлежащее к одному из следующих типов: 

𝑘𝑥 + 𝑏 ≥ 0, 
𝑘𝑥 + 𝑏 > 0, 
𝑘𝑥 + 𝑏 < 0, 
𝑘𝑥 + 𝑏 ≤ 0, 

где 𝑘 и 𝑏    – произвольные вещественные числа. 

Решая линейные, да и не только линейные, неравенства, следует помнить, что при 

умножении или делении неравенства на положительное число знак неравенства 

сохраняется, а при умножении или делении неравенства на отрицательное число знак 

неравенства меняется на противоположный. 

В соответствии с этим решение линейных неравенств, в зависимости от значений 

коэффициентов   k   и   b,   представлено в следующей Таблице 1. 

Таблица 1. – Решение неравенств первой степени 

   kx + b > 0  kx + b < 0 

k > 0 Знак неравенства сохраняется 

    
 k = 0,   b < 0     

http://fizmat.by/math/polynomials/math_expressions#math_expressions_4
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k = 0,   b = 0 
    

 k = 0,   b > 0 
    

k < 0 Знак неравенства меняется на противоположный 

    
Системы линейных неравенств 

Рассмотрим решение систем линейных неравенств на примерах. 

Пример 1. Решить систему неравенств  

Решение. Решим каждое из неравенств системы: 

 
Изобразив на одной координатной прямой (Рис. 1) оба точечных множества, 

составляющих  последнюю систему, получаем ответ примера. 

 
Рис.1 

Ответ:  

Пример 2. Решить систему неравенств  

Решение. Решим каждое из неравенств системы: 

 
Изобразив на одной координатной прямой (Рис. 2) оба точечных множества, 

составляющих  последнюю систему, получаем ответ примера. 

Изобразив на одной координатной прямой (Рис. 1) оба точечных множества, 

составляющих  последнюю систему, получаем ответ примера. 

 
Рис.2 
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Ответ:  

Пример 3. Решить систему неравенств 

 
Решение. Решим каждое из неравенств системы: 

 
Изобразив на одной координатной прямой (Рис. 3) оба точечных множества, 

составляющих последнюю систему, получаем ответ примера 

 
Рис.3 

Ответ:  

Определение 

Квадратное уравнение — это уравнение вида ax2 + bx + c = 0, где 

коэффициенты a, b и c — произвольные числа, причем a ≠ 0. 

Прежде, чем изучать конкретные методы решения, заметим, что все квадратные 

уравнения можно условно разделить на три класса: 

Не имеют корней; 

Имеют ровно один корень; 

Имеют два различных корня. 

Дискриминант 

Определение 

Пусть дано квадратное уравнение ax2 + bx + c = 0. Тогда дискриминант — это 

просто число D = b2 − 4ac. 

Эту формулу надо знать наизусть. Откуда она берется — сейчас неважно. 

Важно другое: по знаку дискриминанта можно определить, сколько корней имеет 

квадратное уравнение. А именно: 

Если D < 0, корней нет; 

Если D = 0, есть ровно один корень; 

Если D > 0, корней будет два. 

Обратите внимание: дискриминант указывает на количество корней, а вовсе не на их 

знаки, как почему-то многие считают. Взгляните на примеры — и сами все поймете: 

Задача 

Сколько корней имеют квадратные уравнения: 

x2 − 8x + 12 = 0; 

5x2 + 3x + 7 = 0; 

x2 − 6x + 9 = 0. 

Решение 

Выпишем коэффициенты для первого уравнения и найдем дискриминант: 

a = 1, b = −8, c = 12; 

D = (−8)2 − 4 · 1 · 12 = 64 − 48 = 16 
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Итак, дискриминант положительный, поэтому уравнение имеет два различных 

корня. Аналогично разбираем второе уравнение: 

a = 5; b = 3; c = 7; 

D = 32 − 4 · 5 · 7 = 9 − 140 = −131. 

Дискриминант отрицательный, корней нет. Осталось последнее уравнение: 

a = 1; b = −6; c = 9; 

D = (−6)2 − 4 · 1 · 9 = 36 − 36 = 0. 

Дискриминант равен нулю — корень будет один. 

Ответ 

1) 2 корня; 2) нет корней; 3) один корень. 

Корни квадратного уравнения 

 
Когда D = 0, можно использовать любую из этих формул — получится одно и то же 

число, которое и будет ответом. Наконец, если D < 0, корней нет — ничего считать не надо. 

Задача 

Решить квадратные уравнения: 

x2 − 2x − 3 = 0; 

15 − 2x − x2 = 0; 

x2 + 12x + 36 = 0. 

Решение 

Первое уравнение: 

x2 − 2x − 3 = 0 ⇒ a = 1; b = −2; c = −3; 

D = (−2)2 − 4 · 1 · (−3) = 16. 

D > 0 ⇒ уравнение имеет два корня. Найдем их: 

 
Второе уравнение: 

15 − 2x − x2 = 0 ⇒ a = −1; b = −2; c = 15; 

D = (−2)2 − 4 · (−1) · 15 = 64. 

D > 0 ⇒ уравнение снова имеет два корня. Найдем их: 

 
Наконец, третье уравнение: 

x2 + 12x + 36 = 0 ⇒ a = 1; b = 12; c = 36; 

D = 122 − 4 · 1 · 36 = 0. 

D = 0 ⇒ уравнение имеет один корень. Можно использовать любую формулу. 

Например, первую: 

 
Ответ 

1) x1 = 3; x2 = -1; 2) x1 = −5; x2 = 3; 3) x = −6. 

Неполные квадратные уравнения 

Бывает, что квадратное уравнение несколько отличается от того, что дано 

в определении. Например: 

x2 + 9x = 0; 

x2 − 16 = 0. 

Несложно заметить, что в этих уравнениях отсутствует одно из слагаемых. Такие 

квадратные уравнения решаются даже легче, чем стандартные: в них даже не потребуется 

считать дискриминант.  
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Определение 

Уравнение ax2 + bx + c = 0 называется неполным квадратным уравнением, если b = 0 

или c = 0, т.е. коэффициент при переменной x или свободный элемент равен нулю. 

Разумеется, возможен совсем тяжелый случай, когда оба этих коэффициента равны 

нулю: b = c = 0. В этом случае уравнение принимает вид ax2 = 0. Очевидно, такое уравнение 

имеет единственный корень: x = 0. 

Рассмотрим остальные случаи. Пусть b = 0, тогда получим неполное квадратное 

уравнение вида ax2 + c = 0. Немного преобразуем его: 

 
Поскольку арифметический квадратный корень существует только 

из неотрицательного числа, последнее равенство имеет смысл исключительно 

при (−c/a) ≥ 0. Вывод: 

Если в неполном квадратном уравнении вида ax2 + c = 0 выполнено неравенство 

(−c/a) ≥ 0, корней будет два. Формула дана выше; 

Если же (−c/a) < 0, корней нет. 

Как видите, дискриминант не потребовался — в неполных квадратных уравнениях 

вообще нет сложных вычислений. На самом деле даже необязательно помнить 

неравенство (−c/a) ≥ 0. Достаточно выразить величину x2 и посмотреть, что стоит с другой 

стороны от знака равенства. Если там положительное число — корней будет два. Если 

отрицательное — корней не будет вообще. 

Теперь разберемся с уравнениями вида ax2 + bx = 0, в которых свободный элемент 

равен нулю. Тут все просто: корней всегда будет два. Достаточно разложить многочлен 

на множители: 

 
Произведение равно нулю, когда хотя бы один из множителей равен нулю. Отсюда 

находятся корни. В заключение разберем несколько таких уравнений: 

Задача 

Решить квадратные уравнения: 

x2 − 7x = 0; 

5x2 + 30 = 0; 

4x2 − 9 = 0. 

Решение 

x2 − 7x = 0 ⇒ x · (x − 7) = 0 ⇒ x1 = 0; x2 = −(−7)/1 = 7. 

5x2 + 30 = 0 ⇒ 5x2 = −30 ⇒ x2 = −6. Корней нет, т.к. квадрат не может быть равен 

отрицательному числу. 

4x2 − 9 = 0 ⇒ 4x2 = 9 ⇒ x2 = 9/4 ⇒ x1 = 3/2 = 1,5; x2 = −1,5. 

Ответ 

x1 = 0; x2 = 7; 2) корней нет; 3) x1 = 1,5; x2 = 1,5. 

 

Решение квадратичных систем уравнений 

Пример 1. Решить систему уравнений  








.41

,1

22 yx

yx
 

Решение.  Выразив х из первого уравнения системы и подставив во второе, получим 

равносильную систему    …………………………………(1) 







.04022

,1

2 yy

yx
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Решая второе уравнение системы (1), находим два значения переменной у: 

, подставляя эти значения в первое уравнение системы (1), получаем два 

значения переменной х: . 

Ответ: (5; 4),(-4; -5). 

Пример 2.  Решить систему уравнений 








333

432

xyyx

xyyx
 

Решение. Сразу выразить одну переменную через другую в данном случае 

затруднительно, мешает слагаемое ху. Чтобы избавиться от этого слагаемого умножим 

первое уравнение системы на 3 и сложим со вторым уравнением. При этом получим 

равносильную систему уравнений 








.1589

,432

yx

xyyx
……………..(2) 

Из второго уравнения получаем: 
9

815 y
x


 . Подставив это выражение в первое 

уравнение системы (2) получим уравнение 4
9

815
3

9

815
2 




 y
yy

x
. Преобразовав его, 

получим квадратное уравнение относительно у:  03134 2  yy . Корни этого уравнения 

4

1
,3 21  yy , подставим в формулу для х, и получим 

9

13
,1 21  xx . 

Ответ: (-1; -3),(13/9; -1/4). 

Пример 3. Решить систему уравнений 










.80)32(

,80)(

2

2

yxx

yxx
 

Решение. В левых частях уравнений системы стоят произведения двух 

сомножителей, а справа число отличное от нуля, поэтому, очевидно,  ни один из 

сомножителей левых частей уравнений не может быть равен нулю. Таким образом, 

получаем, что и yxyx
2

3
032  . Разделим первое уравнение системы на второе 

почленно, в силу сделанного выше замечания, получим равносильную систему 
















.80)(

,1
32

2 yxx

yx

yx

. Выразим из первого уравнения полученной системы выразим х: yx 4 . 

Подставим это значение во второе уравнение системы и найдем 1y , тогда .4x

 Ответ: (4; 1). 

Квадратное неравенство – это неравенство, в левой части которого стоит квадратный 

трехчлен, в левой – нуль. 

То есть, квадратные неравенства бывают следующих видов: 

ax2 + bx + c > 0,    ax2 + bx + c ≥ 0,    ax2 + bx + c < 0,    ax2 + bx + c ≤ 0. 

Решить квадратное уравнение можно с помощью метода интервалов. 

Для этого необходимо сначала найти корни квадратного неравенства (вместо знака 

неравенства поставить «=» и решить уравнение ax2 + bx + c = 0). Корней может быть либо 

два, либо один, либо не быть вообще. Дальнейшие действия зависят от количества корней: 

1. Если уравнение имеет два корня, необходимо нанести их на числовую прямую. 

Они разобьют ее на три промежутка. Нужно будет определить знаки 

выражения ax2 + bx + c на каждом из промежутков (конкретный пример решения вы 

можете посмотреть, введя в форму выше какое-либо неравенство, например 5x2 + 2x – 7≥ 

0): 

5,4 21  yy

4,5 21  xx

0x
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- если a > 0, то знаки будут +, –, + (слева направо); 

- если a < 0, то знаки будут –, +, – (слева направо). 

В случае, если знак неравенства > или ≥, ответом будут промежутки со знаком «+». 

Если же знак < или ≤, то ответом будут отрицательные промежутки. 

Если знак неравенства > или <, то точки-границы промежутков записываются в 

круглых скобках. Если же знак ≥ или ≤, то границы промежутков записываются в 

квадратных скобках. 

2. Если уравнение имеет один корень, то нужно также нанести его на числовую 

прямую и определить знаки выражения ax2 + bx + c на каждом из промежутков. Корень 

разделит прямую на два промежутка, знаки в которых будут одинаковыми (в зависимости 

от коэффициента а): 

- если a > 0, то знаки будут +, +. В этом случае, если знак неравенства >, то ответом 

будет вся числовая прямая, кроме точки-границы промежутка. Если же знак неравенства ≥, 

то ответ – вся числовая прямая. Если знак неравенства <, то ответ – пустое множество. Если 

знак неравенства ≤, то ответ – одна точка – граница между промежутками. 

- если a < 0, то знаки будут –, –. В этом случае, если знак неравенства >, то ответом будет 

пустое множество. Если же знак неравенства ≥, то ответ – одна точка – граница промежутка. 

Если знак неравенства <, то ответ – вся числовая прямая, кроме точки-границы промежутка. 

Если знак неравенства ≤, то ответ – вся числовая прямая. 

3. Если уравнение корней не имеет, то ничего на координатную ось и не нужно 

наносить: надо просто определить знак выражения ax2 + bx + c на всей числовой прямой: 

- если а > 0, то знак будет +. В этом случае: если знак неравенства > или ≥, то ответом 

будет вся числовая прямая. В противном случае – если знак < или ≤ – ответом будет пустое 

множество. 

- если а < 0, то знак будет –. В этом случае: если знак неравенства < или ≤, то ответом 

будет вся числовая прямая. В противном случае – если знак  > или ≥ – ответом будет пустое 

множество. 

Пример 1.    Решить  неравенство          2x2 + 4x — 6 > 0. 

Квадратный трехчлен 2x2 + 4x — 6 имеет два действительных корня x1 = —3, x2 =1. 

Поэтому парабола у = 2x2 + 4x — 6 пересекает ось х в двух точках, абсциссы которых равны 

—3 и 1. Поскольку коэффициент при x2 больше нуля, парабола у = 2x2 + 4x — 6 направлена 

вверх  

 
Из рисунка видно, что трехчлен 2x2 + 4x — 6 положителен при х < — 3 и при х >1. 

Пример 2.  Решить неравенство 

— x2 + x — 1 > 0. 

Дискриминант квадратного трехчлена — x2 + x — 1 отрицателен: D = —3. Поэтому 

при всех х значения функции у = — x2 + x — 1 имеют один и тот же знак, а именно знак 
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коэффициента при x2, то есть минус. Следовательно, неравенство — x2 + x — 1 > 0 не 

выполняется ни при каких значениях х. 

Пример 3. Выяснить, при каких значениях   х  дробь 

 
положительна   и   при   каких — отрицательна. 

 

Сначала указанным выше способом определим знаки числителя и знаменателя 

данной дроби, а затем сравним их. 

Числитель x2 + 2x2 — 3 положителен при х < —3 и при х > 1, а отрицателен при  

—3 < х < 1 (рис.  верхняя числовая ось). 

 
Знаменатель 2х — x2 положителен при 0 < х < 2 и отрицателен при х < 0 и при х >2 

(рис. , нижняя числовая ось). Из рисунка видно, что данная дробь будет положительна при 

— 3 < х < 0 (в этом случае числитель и знаменатель отрицательны) и при  

1< x <2 (в этом случае числитель и знаменатель положительны); отрицательной она будет 

при х <. —3 (числитель положителен, знаменатель отрицателен), при 0 < х < 1 (числитель 

отрицателен, знаменатель положителен) и при х > 2 (числитель положителен, знаменатель 

отрицателен). 

 

Решение заданий: 

№1. Решить данные системы неравенств (№ 179 —184): 

 
 

№2. Решить неравенства: 

(2х + 3) (2 — 2х) > 0.      

(2 — π) (2х — 15) (х + 4) > 0. 

 
 

№3. Решить уравнения: 

1. 098 24  xx  

2. 01615 48  xx  
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3. 04)32(2)52( 222  xxxx  

 

№4. Решить системы уравнений:  

1.








.139

,2

22 yx

xy
 

2. 










2

2

2

2

xy

yx
 

3.

 
























7
43

,2
11

yxyx

yxyx

 
 

№5. Решить данные неравенства:   

1.  x2 — 4x + 3 > 0.               5.  x2  + x + 1 < 0. 

2.  x2 — 6x + 5 < 0.              6. x2  — x + 1 > 0. 

3.  — 5x2 + 3x + 2 > 0.         7. x2 — 6x + 10 < 0. 

4.  x (1 — x) > 0.                   8. — 3x2  + 2x + 1 >0. 

 

№6. Выполнить задания: 

1. Решить неравенство: 

8x2 - 6x + 1 > 0  

2. Найти наименьшее положительное целое решение нtравенства: 

-x2 + 2x ≥ -3 

3. Решить неравенство: 

x2 + 3x + 8 ≥ 0 

4. Решить неравенство: 

x2 - 4x + 4 > 0 

5. Решить неравенство: 

x2 - 4x + 4 ≥ 0 

6. Найти все значения х, не являющиеся решением неравенства: 

x2 ≥ 16  

 

Практическая работа №4 

 

Тема 1.4: Функции: линейная, обратная пропорциональность, квадратичная 

функция  

Цель: Закрепить у учащихся знания и умения построения графиков функций 

 

Теоретическая часть:  

Свойства линейной функции 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏. 

1. Область определения функции – множество всех действительных чисел. 

2. Область изменения функции при условии, что 𝑘 ≠ 0 – множество всех 

действительных чисел. Если 𝑘 = 0, то множество значений функции состоит из одной 

точки 𝑏. 

3. При  𝑘 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0 функция не является ни четной, ни нечетной. Если 𝑘 = 0  (𝑏 любое) 

– функция четная. Если 𝑏 = 0 (𝑘 любое) функция нечетная. 

4. При 𝑘 > 0 функция возрастает при любых 𝑥. При 𝑘 < 0 функция убывает при 

любых 𝑥 . При 𝑘 = 0  функция постоянна. 
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Пример. Построить график функции . 

Решение. Графиком является прямая линия. Для её построения достаточно найти 

точки пересечения с осями координат: при  и при . Таким 

образом, прямая проходит через точки  и   

 

Функция вида , где , , ,  – постоянные числа, причем 

, , называется дробно-линейной функцией. Функция определена всюду, кроме 

значения . Если , , , то получим частный случай дробно-линейной 

функции . Область определения такой функции . Графиком 

функции  является кривая, состоящая из двух ветвей, симметричных относительно 

начала координат. Такая кривая называется гиперболой. Если , то ветви гиперболы 

расположены в I и III координатных четвертях; если же , то во II и IV координатных 

четвертях. Гипербола не имеет общих точек с осями координат, а лишь сколько угодно близко к 

ним приближается. Функция  нечетная. На рисунке  изображен график 

гиперболы  для случая . 

 

Функция, заданная формулой , где  – 

переменные,  – заданные числа, , называется квадратичной функцией. 

Областью определения квадратичной функции является множество действительных чисел. 

Графиком функции  является парабола. Если , то ветви 
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параболы направлены вверх; если , то ветви параболы направлены вниз. Осью 

симметрии параболы является прямая . Координаты вершины параболы 

определяются по формулам , . 

  

Для построения параболы удобно выбрать следующие три точки: 

  

а) точку пересечения параболы с осью , при получим , таким 

образом, первая точка ; 

б) точку на параболе при , то есть либо точку с абсциссой  (точка 

С), либо точку с абсциссой , таким образом, вторая точка . 

в) вершину параболы точку , где 

, . 

Можно также в качестве основных точек выбрать точки пересечения параболы с 

осью , , если такие существуют, то есть 

дискриминант квадратного трехчлена неотрицательный. 

Пример. Построить график функции . 

Отметим три точки . Ветви параболы направлены 

вверх . Парабола симметрична относительно прямой   

 

 

Решение заданий: 

№1. Постройте графики функций: 

1.𝑦 = 3𝑥 + 4 

2.𝑦 =
1

2
𝑥 − 1 

3. 𝑦 = 5 − 4𝑥  

4.2𝑦 − 4𝑥 = 6  

5.3𝑥 + 4𝑦 = 2  

6. 𝑦 =
3

𝑥
  

7. 𝑦 =
2

𝑥
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8. 𝑦 =
1

𝑥
  

9. 𝑦 = −
2

𝑥
+ 2  

10. 𝑦 = 4 +
2

𝑥
  

№2. Постройте графики квадратичной функции: 

1.  y= x2 — 4x + 3 .               5.  y= x2  + x + 1 . 

2.  y= x2 — 6x + 5 .              6. y= x2  — x + 1 . 

3. y= — 5x2 + 3x + 2 .         7. y= x2 — 6x + 10 . 

4.  y= x (1 — x) .                   8. y= — 3x2  + 2x + 1 . 

№3. Постройте графики функций: 

1. 𝑦 = 4𝑥 − 5  

2. 𝑦 = 3 −
2

3
𝑥  

3. 𝑦 = 2 −
1

𝑥
 

№4. Постройте графики квадратичной функции: 

1. y=8x2 - 6x + 1  

2. y= -x2 + 2x  +3 

3. y=x2 + 3x + 8  

4. y= x2 - 4x + 4  

5. y= x2 - 4x + 4 

 

Практическая работа №5 

Тема 1.5: Геометрия на плоскости 

Цель: Определить направления практического применения знаний планиметрии в 

профессиональной деятельности. 

 

Теоретическая часть: 

Где встречаются геометрические фигуры в нашей жизни? 

Каждый из нас — и взрослый, и ребенок — замечал, как много геометрических 

фигур существует вокруг нас. Мы встречаемся с ними везде, во всех окружающих нас 

предметах.  

Люди давно заинтересовались разнообразием геометрических фигур. Ещё для 

первобытных людей важную роль играла форма окружавших их предметов. Овладевая 

миром, люди знакомились с простейшими геометрическими формами. Сначала они 

изготавливали орудия труда относительно правильной формы, потом научились их 

совершенствовать. Специальных названий для геометрических фигур тогда, конечно, не 

было. Их придумали значительно позже. Когда люди стали строить дома, им пришлось ещё 

глубже разбираться в особенностях разных фигур, чтобы понять, какую форму следует 

придавать стенам и крыше, какой формы должны быть брёвна или каменные глыбы. Сам 

того не зная, человек всё время занимался изучением фигур: женщины, изготавливая 

одежду, охотники — наконечники для копий или бумеранги сложной формы, рыболовы, 

делая такие крючки из кости, чтобы рыба с них не срывалась. 

И в современном мире без этих знаний не прожить. 

Где же встречаются геометрические фигуры в нашей жизни? 
Возможно, кто-то считает, что различные линии фигуры «водятся» только в книгах 

учёных математиков. Однако, если посмотреть вокруг, становится понятно, что многие 

предметы имеют форму, похожую на основные геометрические фигуры. Просто мы не 

всегда это замечаем. Немало замечательных геометрических фигур встречается в 

окружающей нас природе. Поле имеет форму прямоугольника, река — кривой линии, озеро 

— круга, кристалл соли — форму куба, обычная горошинка, капелька росы — форму шара. 
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Красивы и разнообразны многогранники — кристаллы горного хрусталя. Но и в привычной 

жизни основные геометрические фигуры тоже повсюду. Это здания, строения, транспорт, 

интерьер квартиры, даже посуда и предметы одежды. К примеру, женская юбка — это 

трапеция, тарелка — круг, дом — квадрат и треугольник, а в трубе — цилиндр.  

Знать все фигуры, их виды, названия и свойства очень важно. Систематизирует 

знания о геометрических фигурах и изучает их свойства математическая наука — 

геометрия. Наука эта очень важная, её применение просто бесценно во все времена и 

независимо от профессии. Без знаний геометрии не обходится ни рабочий, ни инженер, ни 

архитектор, ни художник. И очень важно начать осваивать эту науку в раннем возрасте.  

 

 
Итак, 

 
Простейшие виды фигур 

Две основные фигуры — это точка и линия. Скопление точек и линий образует 

различные геометрические фигуры. Каждая из них индивидуальна, отличается своими 

параметрами, их формы очень разнообразны. Фигуры бывают простыми и сложными, 

плоскими и объёмными. 

Точка 
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Точка — это самый минимальный, но в то же время самый главный объект в 

геометрии. Это самая малая геометрическая фигура, но именно она необходима для 

построения других фигур на плоскости и является основой для всех других фигур. Она не 

содержит таких свойств, как длина, высота, объём, площадь, не имеет измерительных 

особенностей и характеристик. Важно только то, где она расположена. Обозначается точка 

заглавной буквой латинского алфавита либо числом. Например, A, B, C или 1, 2, 3. 

Всякая более сложная геометрическая фигура — это множество точек, которые 

обладают определенным свойством, характерным только для этой фигуры. 

Самыми простейшими фигурами являются луч и отрезок. 

 Луч — часть прямой, у которой есть начальная точка, но нет конца. Это 

продолжение в одну сторону. 

 Отрезок — составная часть прямой, которая ограничена двумя точками. Он 

имеет начало и конец, поэтому измеряется. Длину отрезка можно определить, измерив 

расстояние между его концами. 

Линия 

Линия образуется из множества точек, последовательно расположенных друг за 

другом и соединённых между собой. Линии бывают замкнутыми и разомкнутыми, 

прямыми и кривыми, а также ломаными.  

 Замкнутая — когда в одной точке расположена начальная и конечная часть 

направления. Из незамкнутой линии получают обратный вариант. 

 Разомкнутая — когда начало и окончание линии не соединены. 

 Прямая — непрерывная линия без изменений. 

 Кривая — отличная от прямой линии. 

 Ломаная — когда соединены отрезки не под углом 180 градусов.  

 
Через одну точку можно провести бесконечное число линий, а через две — только 

одну прямую и множество кривых. 

Основные геометрические фигуры 

Соединённые между собой точки образуют линии, а соединённые между собой 

линии — основные геометрические фигуры на плоскости.  

Геометрические фигуры бывают плоские или двухмерные (2D) и объёмные 

пространственные, или трёхмерные (3D). Они ограничены замкнутой поверхностью своей 

наружной границы. 

Если все точки фигуры находятся в одной плоскости, значит, она является плоской. 

Плоские фигуры, которые знают все: точка, квадрат, прямоугольник, треугольник, круг, 

полукруг, окружность, овал, ромб, трапеция. 

А если у геометрической фигуры все точки не находятся в одной плоскости, то она 

объёмная. К ним относятся шар, конус, цилиндр, сфера, пирамида и др. 

Разберём плоские фигуры. 

Треугольник 
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Треугольник — это фигура, которая образуется, когда три отрезка соединяют три 

точки, не лежащие на одной прямой. Эти три точки называются вершинами, а отрезки — 

сторонами. 

 Есть три вида треугольников: 

 Прямоугольный — когда один угол прямой, другие два меньше 90 градусов. 

 Остроугольный — когда градус его углов больше 0, но меньше 90 градусов. 

 Тупоугольный — когда один угол тупой, то есть больше 90 градусов, а два других 

— острые. 

Треугольники имеют следующие свойства: 

 в треугольнике напротив большего угла лежит большая сторона и наоборот; 

 сумма углов треугольника всегда равна 180 градусам; 

 все углы равностороннего треугольника равны 60 градусам; 

 в прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов 

катетов (но это изучается уже в старших классах). 

Вершины треугольников обозначаются заглавными буквами латинского алфавита: 

A, B, C и др. 

Примеры треугольников: 

 
Окружность 

 



 

33 

Окружность — геометрическая фигура, образованная замкнутой кривой линией, 

все точки которой находятся на одинаковом от центра расстоянии.  

  

Круг 

 
Часть плоскости, находящаяся внутри окружности, называется кругом. То есть, 

окружность — это граница круга. А расстояние от центра окружности до любой точки на 

ней называется радиусом. Диаметр круга — это отрезок, который соединяет две точки на 

окружности и проходит через её центр. Диаметр круга равен двум его радиусам. 

 

Прямоугольник 

 
Прямоугольник — это фигура, состоящая из четырёх сторон и четырёх прямых 

углов, у которой: 

 противоположные стороны равны между собой; 

 диагонали равны и делятся в точке пересечения пополам; 

 около прямоугольника можно описать окружность с центром в точке пересечения 

его диагоналей и радиусом, который равен половине диагоналей. 

 

Квадрат 

 
Квадрат — это тот же прямоугольник, у которого: 
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 все стороны равны; 

 все углы равны и составляют 90 градусов; 

 диагонали равны и перпендикулярны; 

 центры вписанной и описанной окружности совпадают и находятся в точке 

пересечения его диагоналей. 

 

Трапеция 

 
Четырёхугольник, у которого две стороны параллельны, а две — нет, 

называется трапецией. Если сумма длин оснований трапеции равна сумме длин боковых 

сторон, в неё можно вписать окружность.  

 

Параллелограмм и ромб 

 
Параллелограмм — четырёхугольник, противоположные стороны которого попарно 

параллельны. 

 
Ромб — это параллелограмм с равными сторонами. 

Параллелограмм имеет следующие свойства: 

 противоположные стороны и углы равны; 

 сумма двух любых соседних углов равна 180 градусам; 

 диагонали пересекаются и точкой пересечения делятся пополам; 
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 каждая диагональ делит фигуру на два равных треугольника. 

Основные величины и их формулы 

Все геометрические фигуры имеют свои характеристики и собственную величину. 

Самыми распространёнными являются такие величины как площадь и периметр. Они 

используются в повседневной жизни, в строительстве и в других областях. Например, во 

время ремонта или нового строительства, количество необходимых материалов и объём 

работ не определить, не вычислив заранее площадь и периметр. 

Периметр 

Периметром называется замкнутая граница плоской геометрической фигуры, 

которая отделяет её внутреннюю область от внешней. Периметр есть у любой замкнутой 

геометрической фигуры: 

 
На рисунке периметры выделены красной линией. Периметр окружности часто 

называют длиной. 

Периметр измеряется в единицах измерения длины: мм, см, дм, м, км. 

Обозначается заглавной латинской P. 

Вычисление периметра и площади 

Периметр — это длина замкнутого контура геометрической фигуры. Можно, 

конечно, измерить линейкой длины всех сторон и сложить их. Но лучше воспользоваться 

специальными формулами для вычисления периметра, это значительно упростит задачу. 

 Квадрат: периметр = 4 * сторона. 

 Треугольник: периметр = сторона 1 + сторона 2 + сторона 3. 

 Неправильный многоугольник: периметр = сумме всех сторон многоугольника. 

 Круг: длина окружности = 2 * π * радиус = π * диаметр (где π – это число пи 

(константа, примерно равная 3,14), радиус – это длина отрезка, соединяющего центр 

окружности и любую точку, лежащую на этой окружности, диаметр – это длина отрезка, 

проходящего через центр окружности и соединяющего любые две точки, лежащие на этой 

окружности). 

Для вычисления площади фигуры также потребуется соответствующая формула. К 

разным фигурам применяются разные формулы. Для вычисления площади стандартных 

геометрических фигур можно воспользоваться следующими формулами: 

 Параллелограмм: площадь = основание * высота 

 Квадрат: площадь = сторона 1 * сторона 2 

 Треугольник: площадь = ½ * основание * высота 

 Круг: площадь = π * радиус² (где радиус – это длина отрезка, соединяющего центр 

окружности и любую точку, лежащую на этой окружности. Квадрат радиуса – это значение 

радиуса, умноженное само на себя). 
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Решение заданий: 

Задание 1. Найти площадь участка, отведенного под строительство: 

  

Задание 2. Дан план комнаты. Вычислить: 

1)S стен= 

2) S потолка= 

3) S пола= 

 

Задание 3. 

Известно что: 1) S стен= 67 м ² 2)S потолка= 32 м ² 3) S пола=32 м ² 

Найти стоимость ремонта эконом класса, используя данные таблицы: 
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Наименование Цена Количество Стоимость 

 Обои, 1 трубка=10м ² 500р.     

Ламинат, 1м ² 500 р.     

Краска, 1 банка на 10м ² 1000 р.     

Ремонт своими руками 

Итого: 

 

Найти стоимость ремонта бизнес класса, используя данные таблицы: 

Наименование Цена Количество Стоимость 

 Обои, 1 трубка=10м ² 2000р.     

Ламинат, 1м ² 1500 р.     

Краска, 1 банка на 10м ² 2000 р.     

Ремонт выполняют рабочие, следовательно, стоимость нужно умножить на 2. 

Итого: 

 

Практическая работа №6 

Тема 1.6: Входная контрольная работа 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 1 «Повторение 

курса математики основной школы» 

 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных.  

1. (1 балл) Раскройте формулу сокращенного умножения a2-b2:  

А) a2-2ab+b2; Б) (a-b)(a+b); В)  a2+2ab-b2; Г) (a-b)(a-b)  

2. (1 балл) Площадь треугольника вычисляется по формуле:  

А) S=a*b; Б) S=(a*b)/2; В) S=2a*b; Г) S=(a*b)/3.  

3. (1 балл) Какое из следующих чисел заключено между числами 
10

17
 и 

5

8
?  

A) 0,4; Б) 0,5; В) 0,6; Г) 0,7  

4. (1 балл) Даны графики функций. Какая формула соответствует графику 3): 

1)                                          2)                                          3) 

 

А) 𝑦 =
1

2
𝑥 − 6; Б) y = x2 – 8x + 11; B) 𝑦 = −

9

𝑥
; Г) y = х + 5. 

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) Вычислите 
1

2
+

11

5
 

6. (2 балла) Решите уравнение x2 - 7x + 10 = 0. Если уравнение имеет более одного 

корня, в ответ запишите меньший из корней.  
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7. (2 балла) Площадь земель крестьянского хозяйства, отведенная под посадку 

кустарников и цветников, составляет 24 га и распределена между ними в отношении 5:3. 

Сколько гектаров занимают цветники?  

8. (2 балла) Высота BH параллелограмма ABCD делит его сторону AD на отрезки 

AH = 2 и HD = 32. Диагональ параллелограмма BD равна 40. Найдите площадь 

параллелограмма. 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ Б Б В А 2,7 2 9 816 

 

Практическая работа №7 

Тема 2.2: Основные тригонометрические тождества. Формулы приведения 

Цель: Научить использовать основные тригонометрические тождества и формулы 

приведения при преобразовании выражений 

 

Теоретическая часть: 

Формулы приведения 

Сразу перечислим основные тригонометрические тождества, которые разберем в 

этой статье. Запишем их в таблицу, а ниже дадим вывод этих формул и приведем 

необходимые пояснения. 

 
Связь между синусом и косинусом одного угла 

Иногда говорят не об основных тригонометрических тождествах, перечисленных в 

таблице выше, а об одном единственном основном тригонометрическом 

тождестве вида . Объяснение этому факту достаточно простое: 

равенства  получаются из основного 

тригонометрического тождества после деления обеих его частей 

на  и  соответственно, а 

равенства  и  следуют из определений 

http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/sine_cosine_tangent_cotangent.html
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синуса, косинуса, тангенса и котангенса. Подробнее об этом поговорим в следующих 

пунктах. 

То есть, особый интерес представляет именно равенство , 

которому и дали название основного тригонометрического тождества. 

Прежде чем доказать основное тригонометрическое тождество, дадим его 

формулировку: сумма квадратов синуса и косинуса одного угла тождественно равна 

единице. Теперь докажем его. 

Обратимся к единичной окружности. Пусть начальная точка A(1, 0) после поворота 

на угол  переходит в точку A1. В силу определений синуса и косинуса точка A1 имеет 

координаты . Более того, точка A1 лежит на единичной окружности, 

следовательно, ее координаты должны удовлетворять уравнению единичной окружности, 

которое имеет вид x2+y2=1. То есть, должно быть справедливо 

равенство . Этим доказано основное тригонометрическое тождество 

для любых углов поворота . 

Равенство  часто называют теоремой Пифагора в 

тригонометрии. Поясним этот момент. 

Возьмем единичную окружность. Повернем начальную точку A(1, 0) вокруг 

точки O на угол . Пусть точка A после этого поворота переходит в точку A1(x, y). 

Опустим из точки A1 перпендикуляр A1H на прямую Ox. 

 
Рассмотрим прямоугольный треугольник OA1H. Хорошо видно, что в нем длины 

катетов A1H и OH равны соответственно модулю ординаты и абсциссы точки A1, то 

есть, |A1H|=|y| и |OH|=|x|, а длина гипотенузы OA1 равна радиусу единичной окружности, 

то есть, |OA1|=1. Теорема Пифагора позволяет записать равенство |A1H|2+|OH|2=|OA1|2, 

которое мы можем переписать как |y|2+|x|2=12 или y2+x2=1. Но по 

определению  и , тогда от равенства y2+x2=1 мы можем перейти к 

равенству . 

Основное тригонометрическое тождество задает связь между синусом и косинусом 

одного угла. Это позволяет вычислять синус угла, когда известен косинус этого угла, и 

вычислять косинус угла, когда известен синус угла. Для этого достаточно 

равенство  разрешить относительно синуса и косинуса 

соответственно:  и . Знак перед корнем 

http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/sine_cosine_tangent_cotangent.html
http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/unit_circle.html
http://www.cleverstudents.ru/modulus/modulus_of_number.html
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зависит от величины угла . Подробнее об этом мы поговорим в разделе вычисление 

синуса, косинуса, тангенса и котангенса с использованием тригонометрических формул. 

Основное тригонометрическое тождество очень часто используется 

при преобразовании тригонометрических выражений. Оно позволяет сумму квадратов 

синуса и косинуса одного угла заменять единицей. Не менее часто основное 

тригонометрическое тождество используется и в обратном порядке: единица заменяется 

суммой квадратов синуса и косинуса какого-либо угла. 

Тангенс и котангенс через синус и косинус 

Тождества, связывающие тангенс и котангенс с синусом и косинусом одного угла 

вида  и  сразу следуют из определений синуса, косинуса, 

тангенса и котангенса. Действительно, по определению синус есть ордината y, косинус есть 

абсцисса x, тангенс есть отношение ординаты к абсциссе, то есть, , а 

котангенс есть отношение абсциссы к ординате, то есть, . 

Благодаря такой очевидности тождеств  и  часто 

определения тангенса и котангенса дают не через отношение абсциссы и ординаты, а через 

отношение синуса и косинуса. Так тангенсом угла называют отношение синуса к косинусу 

этого угла, а котангенсом – отношение косинуса к синусу. 

В заключение этого пункта следует отметить, что 

тождества  и  имеют место для всех таких углов , при 

которых входящие в них тригонометрические функции имеют смысл. Так 

формула  справедлива для любых , отличных от  (иначе в 

знаменателе будет нуль, а деление на нуль мы не определяли), а формула  - 

для всех , отличных от , где z - любое целое число. 

Связь между тангенсом и котангенсом 

Еще более очевидным тригонометрическим тождеством, чем два предыдущих, 

является тождество, связывающее тангенс и котангенс одного угла вида . 

Понятно, что оно имеет место для любых углов , отличных от , в противном случае 

либо тангенс, либо котангенс не определены. 

Доказательство формулы  очень просто. По 

определению  и , откуда . Можно было 

http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/values_of_sin_cos_tg_ctg.html#formulas_using
http://www.cleverstudents.ru/trigonometry/values_of_sin_cos_tg_ctg.html#formulas_using
http://www.cleverstudents.ru/numbers/integers.html
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доказательство провести и немного иначе. Так как  и , 

то . 

Итак, тангенс и котангенс одного угла, при котором они имеют смысл, есть взаимно 

обратные числа. 

Тангенс и косинус, котангенс и синус 

Наконец, мы пришли к двум последним из основных тригонометрических 

тождеств . Они связывают тангенс и косинус, а 

также котангенс и синус одного угла. 

Приведем их формулировки: сумма квадрата тангенса угла и единицы равна числу, 

обратному квадрату косинуса этого угла, а сумма единицы и квадрата котангенса угла равна 

числу, обратному квадрату синуса этого угла. 

Вывод указанных формул можно провести, отталкиваясь от основного 

тригонометрического тождества вида . Если разделить обе части этого 

равенства на  (при этом, конечно,  должен быть отличен от нуля), то мы 

получим формулу . Если же обе части 

равенства  разделить на  (при этом  должен быть 

отличен от нуля), то мы придем к тождеству . 

Итак, тождество  имеет место для любых , отличных 

от , а тождество  - при любых , отличных от . 

Формулы приведения: 

Определение. Формулами приведения называют формулы, которые позволяют 

перейти от тригонометрических функций 

вида к функциям аргумента . С их 

помощью синус, косинус, тангенс и котангенс произвольного угла можно привести к 

синусу, косинусу, тангенсу и котангенсу угла из интервала от 0 до 90 градусов (от 

0 до  радиан). Таким образом, формулы приведения позволяют нам переходить к работе 

с углами в пределах 90 градусов, что, несомненно, очень удобно. 

Формулы приведения: 

http://www.cleverstudents.ru/numbers/reciprocals.html
http://www.cleverstudents.ru/numbers/reciprocals.html
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Для использования формул приведения существует два правила. 
1. Если угол можно представить в виде (π/2 ±a) или (3*π/2 ±a), то название функции 

меняется sin на cos, cos на sin, tg на ctg, ctg на tg. Если же угол можно представить в виде 

(π ±a) или (2*π ±a), то название функции остается без изменений. 

   Посмотрите на рисунок ниже, там схематично изображено, когда следует менять 

знак, а когда нет 

 
2. Знак приведенной функции остается прежним. Если исходная функция имела 

знак «плюс», то и приведенная функция имеет знак «плюс». Если исходная функция имела 

знак «минус», то и приведенная функция имеет знак «минус». 

На рисунке ниже представлены знаки основных тригонометрических функций в 

зависимости от четверти. 
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Решение заданий: 

№1.Найдите sin α, если известно следующее: 

 
Решение 

Нам известен косинус, но неизвестен синус. Основное тригонометрическое 

тождество (в «чистом» виде) связывает как раз эти функции, поэтому будем работать с ним. 

Имеем: 

sin2 α + cos2 α = 1 ⇒ sin2 α + 99/100 = 1 ⇒ sin2 α = 1/100 ⇒sin α = ±1/10 = ±0,1. 

Для решения задачи осталось найти знак синуса. Поскольку 

угол α ∈(π/2; π),то в градусной мере это записывается так: α ∈ (90°; 180°). 

Следовательно, угол α лежит во II координатной четверти — все синусы там 

положительны. Поэтому sin α = 0,1. 

Ответ: 0,1 

№2.Найдите cos α, если известно следующее: 

 
Решение 

Итак, нам известен синус, а надо найти косинус. Обе эти функции есть в основном 

тригонометрическом тождестве. Подставляем: 

sin2 α + cos2 α = 1 ⇒ 3/4 + cos2 α = 1 ⇒ cos2 α = 1/4 ⇒ cos α = ±1/2 = ±0,5. 

Осталось разобраться со знаком перед дробью. Что выбрать: плюс или минус? 

По условию, угол α принадлежит промежутку (π 3π/2). Переведем углы из радианной 

меры в градусную — получим: α ∈ (180°; 270°). Очевидно, это III координатная четверть, 

где все косинусы отрицательны. Поэтому cos α = −0,5. 

Ответ:−0,5 

№3.Найдите tg α, если известно следующее: 

 
Решение 

Тангенс и косинус связаны уравнением, следующим из основного 

тригонометрического тождества: 

 

Получаем: tg α = ±3. Знак тангенса определяем по углу α. Известно,что α ∈ (3π/2; 

2π). Переведем углы из радианной меры в градусную — получим α ∈ (270°; 360°). 

Очевидно, это IV координатная четверть, где все тангенсы отрицательны. Поэтому tg α = 

−3. 

Ответ: −3 

№4.Найдите cos α, если известно следующее: 

 

Решение 

Снова известен синус и неизвестен косинус. Запишем основное тригонометрическое 

тождество: 

sin2 α + cos2 α = 1 ⇒ 0,64 + cos2 α = 1 ⇒ cos2 α = 0,36 ⇒ cos α = ±0,6. 

Знак определяем по углу. Имеем: α ∈ (3π/2; 2π). Переведем углы из градусной меры 

в радианную: α ∈ (270°; 360°) — это IV координатная четверть, косинусы там 

положительны. Следовательно, cos α = 0,6. 

Ответ:0,6 
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№5.Найдите sin α, если известно следующее: 

 
Решение: 

Запишем формулу, которая следует из основного тригонометрического тождества 

и напрямую связывает синус и котангенс: 

 
Отсюда получаем, что sin2 α = 1/25, т.е. sin α = ±1/5 = ±0,2. Известно, что угол α ∈ 

(0; π/2). В градусной мере это записывается так: α ∈ (0°; 90°) —I координатная четверть. 

Итак, угол находится в I координатной четверти — все тригонометрические 

функции там положительны, поэтому sin α = 0,2. 

Ответ: 0,2 

№6.Найдите 𝑠𝑖𝑛𝛼 и 𝑡𝑔𝛼, если 𝑐𝑜𝑠𝛼 =
5 

13
  

№7.Найдите 𝑐𝑜𝑠𝛼 и 𝑡𝑔𝛼, если𝑠𝑖𝑛 𝛼 =
5 

1
  

№8.Найдите 𝑠𝑖𝑛𝛼 и 𝑡𝑔𝛼, если 𝑐𝑜𝑠𝛼 = −
4 

5
  

№9.Найдите 𝑐𝑜𝑠𝛼 и 𝑡𝑔𝛼, если𝑠𝑖𝑛 𝛼 = −
8 

17
 и  𝜋 < 𝛼 <

3𝜋

2
 

№10.Найдите 𝑐𝑜𝑠𝛼 и𝑠𝑖𝑛 𝛼, если 𝑡𝑔𝛼 = −1 и  𝜋 < 𝛼 <
3𝜋

2
 

№11. Упростить выражение: 

1.  

Решение: 

 

2.  

Решение: 

 

3.  

Решение: 

 
№12. Упростите выражение  

1.   

2.  

3.  

4.  

5.  

6.  

7.  
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8.  

9.  

10  

№13. Преобразовать, используя формулы приведения: 

𝑠𝑖𝑛
13𝜋

3
= sin (2 ∙ 2𝜋 +

𝜋

3
) = 𝑠𝑖𝑛

𝜋

3
=

√3

2
  

𝑐𝑜𝑠
13𝜋

3
= cos (2 ∙ 2𝜋 +

𝜋

3
) = 𝑠𝑖𝑛

𝜋

3
=

1

2
  

𝑡𝑔
13𝜋

3
= tg (2 ∙ 2𝜋 +

𝜋

3
) = 𝑡𝑔

𝜋

3
= √3  

𝑐𝑡𝑔
13𝜋

3
= 𝑐 tg (2 ∙ 2𝜋 +

𝜋

3
) = 𝑐𝑡𝑔

𝜋

3
=

1

√3
  

№14.   Вычислите:  

а) 𝑐𝑜𝑠1050;         б)𝑠𝑖𝑛1050;       в) 𝑐𝑜𝑠750 ;        г)𝑠𝑖𝑛750 д) 𝑡𝑔750 ;        е)𝑠𝑖𝑛150 

№15. Найдите значение выражения; 

а)𝑠𝑖𝑛2400;            б)𝑐𝑜𝑠3000;                 в) 𝑡𝑔(−2250);      г) 𝑐𝑡𝑔
4𝜋

3
 

№16. Преобразуйте выражение: 
cos (−𝛼)∙𝑐𝑜𝑠(1800+𝛼)

sin (−𝛼)∙sin (900+𝛼)
  

 

Практическая работа №8 

Тема 2.4: Формулы половинного угла. Формулы понижения степени 

Цель: Научиться использовать формулы половинного угла при преобразовании 

тригонометрических выражений 

 

Теоретическая часть: 

Формулы половинного угла (их еще называют формулами половинного 

аргумента) выражают синус, косинус, тангенс и котангенс угла  через 

тригонометрические функции самого угла , и тем самым представляют собой некоторую 

противоположность формулам двойного угла. 

 
 

Решение заданий: 

№1. Доказать: 
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Доказательство: 

 

 
№2. Доказать: 

 
Доказательство: 

 

Анализ: кроме  добавляется , что сужает ОДЗ. 

№3. Дано:  

Найти: 

 
Анализ условия: Угол задан однозначно, см. рис.1. 

 
Рис. 1. 

Указание: все функции половинного аргумента можно вычислять через косинус 

полного аргумента. 

Решение: 

1)  

, то , т.е. угол второй четверти, где синус величина 

положительная. 
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Ответ: . 

2) . 

Выше показали, что  находится во второй четверти, где его косинус величина 

отрицательная. 

Ответ: . 

Проверка: 

 

 

3)  

Ответ:  

4)  

Ответ: . 

№4. Дано:   

Найти:  

Решение: 

 

Ответ:  

 

Практическая работа №9 

Тема 2.7: Описание производственных процессов с помощью графиков функций 

Цель: Научиться применять функции в решении профессиональных задач 

 

Теоретическая часть: 

Путь к появлению понятия функции заложили в 17 веке французские ученые 

Франсуа Виет и Рене Декарт; они разработали единую буквенную математическую 

символику, которая вскоре получила всеобщее признание. Введено было единое 

обозначение: неизвестных - последними буквами латинского алфавита - x, y, z, известных - 
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начальными буквами того же алфавита - a, b, c, ... и т.д. Под каждой буквой стало 

возможным понимать не только конкретные данные, но и многие другие; в математику 

пришла идея изменения. Тем самым появилась возможность записывать общие формулы. 

Кроме того, у Декарта и Ферма (1601-1665) в геометрических работах появляется 

отчетливое представление переменной величины и прямоугольной системы координат. В 

своей «Геометрии» в 1637 году Декарт дает понятие функции, как изменение ординаты 

точки в зависимости от изменения ее абсциссы; он систематически рассматривал лишь те 

кривые, которые можно точно представить с помощью уравнений, притом 

преимущественно алгебраических. Постепенно понятие функции стало отождествляться, 

таким образом, с понятием аналитического выражения формулы. 

Что такое функция? Разные ученые выдвигали разные мысли. Но мы остановимся на 

определении Функцией называют соответствие, при котором каждому элементу из 

множества Х соответствует единственное значение из множества У.  При этом элемент из 

множества Х называют аргументом, а элемент из множества У называют зависимой 

переменной.     Функция - одно из основных математических и общенаучных понятий. Оно 

сыграло и поныне играет большую роль в познании реального мира. Функция это не только 

математическое понятие, но и: функция это работа, производимая органом, организмом; 

роль, значение чего-либо; функция в математике это закон зависимости одной величины от 

другой; функция это возможность, опция, умение программы или прибора; функция это 

обязанность, круг деятельности; функция персонажа в литературном произведении; 

функция это вид подпрограммы в информатике социальная функция. 

Каждая область знаний: физика, химия, биология, социология, лингвистика имеет 

свои объекты изучения, устанавливает свойства и, что особенно важно, взаимосвязи этих 

объектов.  

В различных науках и областях человеческой деятельности возникают 

количественные соотношения, и математика изучает их в виде свойств чисел. 

Математика создает условия для развития умения применять теоретические знания 

для решения практических задач, ориентироваться в окружающей нас действительности. 

Нам кажется, что функциональные зависимости могут касаться самых разнообразных 

явлений природы и окружающей среды. Каждому человеку в его повседневной 

практической деятельности приходится применять практические приемы геометрических 

измерений и построений, читать информацию, представленную в виде таблиц, диаграмм, 

графиков. Без конкретных математических знаний затруднено понимание и восприятие 

научных знаний, разнообразной социальной, экономической, технологической 

информации.  

Свободное владение техникой построения графиков часто помогает решать многие 

задачи, а порой является естественным средством их решения. Математика является языком 

различных областей науки и нашей жизни.   

Экологические проблемы являются глобальными проблемами человечества, всех 

стран независимо от размеров территории, численности населения, уровня экономического 

развития. С функцией мы встречаемся каждый день. Пример: 

температура не может принимать более одного значения и быть одновременно -30 и -45.  

ства товаров.  

Способы задания функции.  

 

 

 

 

Аналитический. Самый распространенный способ, при котором функция задается 

формулой, устанавливающей, какие вычислительные операции надо произвести над х, 

чтобы найти у. 
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Графический. Графический способ состоит в проведении линии, у которой абсциссы 

изображают значения аргумента, а ординаты – соответствующие значения функции. Этот 

способ позволяет наглядно представить функциональную зависимость 

Табличный. При табличном способе задания функция задается в виде таблицы, в 

которой для каждого значения аргумента указывается соответствующее ему значение 

функции 

Словесный. С помощью словесного описания. 

 

Решение заданий: 

№1. Производственная функция фирмы имеет вид: Q=5 XY. Цена единицы 

ресурса X = 10 руб., единицы ресурса Y = 20 руб. Фирма располагает денежными 

средствами в размере 40 тыс. руб. Определите максимально возможный объем 

производства. 

Решение: Максимизировать выпуск при данных издержках позволяет прямая 

равных издержек, или изокоста С = Px x X+ PY x Y. Подставляя исходные данные, получим 

уравнение: 10Х+20Y=40000. Находим из уравнения Х=4000-2Y. Подставим это значение в 

заданное уравнение Q = 5ХY. Получаем Q= 20000у-10у2. Функция совокупного продукта 

достигает максимума, когда функция предельного продукта равна нулю МРХ = 0. 

Предельный продукт есть первая производная совокупного продукта по переменному 

фактору. МРХ = Q’ (X). МРХ = 20000-20Y= 0. Отсюда Y=1 000, X=2 000. 

Тогда максимально возможный объем производства Q = 5 XY = 10 млн. ед. 

продукции. 

№2. Предприниматель осуществляет промышленное производство на конкурентном 

рынке в районе, где достигнута полная занятость. При этом имеются следующие данные: 

Число работающих станков 1 2 3 4 5 6 7 8 

Выпуск продукции в тыс. шт. 6 15 23 30 36 42 46 48 

При какой степени загрузки станочного парка будет достигнут с точки зрения 

предпринимателя оптимальный объем производства? Будет ли он таким же с точки зрения 

общества? 

№3. Подсчитайте средний и предельный продукт фирмы. 

Число 

рабочих 

L 

Совокупный 

продукт 

TP 

Средний 

продукт 

AP 

Предельный 

продукт 

MP 

1 30   

2 70   

3 100   

4 120   

5 130   

№4. Заполните пропуски в таблице, отражающие зависимость результативности 

производства от объема используемого труда. 

Объем 

труда 

L 

Объем 

выпуска 

Q 

Предельный 

продукт 

труда 

MPL 

Средний 

продукт 

труда 

APL 
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1   1000 

2  1000  

3 2790   

4  610  

5   770 

№5. Предельная норма технического замещения труда капиталом равна 2. Для 

обеспечения прежнего объема производства продукции при сокращении использования 

труда на 4 единицы на сколько единиц необходимо увеличить капитал? 

№6. Заполните таблицу производственных показателей: 

Кол-во единиц 

ресурса, L 

TP MP AP 

1 4 
  

2 7 
  

3 
 

8 
 

4 
 

1 
 

5 
  

3,2 

№7. Заполните пропуски в таблице, отражающей зависимость результатов 

производства от объема используемого капитала: 

Кол-во единиц ресурса, 

К 
TP MP AP 

1 
  

10 

2 22 
  

3 36 
  

4 
  

11,5 

5 55 
  

6 63 
  

№8. Пусть технология некоторого производственного процесса задана функцией 

Q=10KL. На производстве занято 5 человек. Требуется оценить норму замещения одного 

работника дополнительным количеством оборудования, чтобы объем выпуска сохранялся 

на уровне Q = 500 ед. продукции в день. 

№9. Производственная функция фирмы имеет вид: Q=5 XY. Цена единицы ресурса 

X = 10 руб., единицы ресурса Y= 4 руб. Какое сочетание ресурсов обеспечит фирме 

максимальный объем выпуска, если затраты на приобретаемые факторы производства не 

должны превышать 5000 руб. в смену? 

№10. Инженерной мерой эффективности машины является отношение выпуска 

энергии к ее затратам. Предположим, имеются две машины, первая – с эффективностью 
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10%, вторая – 20%. Может ли, с экономической точки зрения, первая машина быть более 

эффективной, чем вторая? 

№11. Технология некоторой фирмы такова, что соотношение между затратами труда 

и капитала должно быть строго фиксированным: 1 станок - 3 работника. Ресурсы 

производства не являются взаимозаменяемыми, поэтому избыточное количество любого из 

ресурсов не повышает выпуск. Допустим, что фирма арендовала на месяц 4 станка. 

Месячная ставка зарплаты 900 ед., месячная арендная плата за станок 300 ед., цена единицы 

продукции фиксирована и равна 15 ед. За день с одного станка снимается 15 единиц 

продукции, а в месяце 20 рабочих дней. Определите объем производства, финансовый 

результат (прибыль или убытки) в данном месяце у фирмы. 

№12. Двигаясь со скоростью v=3 м/с, трактор тащит сани с силой F=50 кН, 

направленной под острым углом α к горизонту. Мощность, развиваемая трактором, 

вычисляется по формуле N=Fvcosα. Найдите, при каком угле α (в градусах) эта мощность 

будет 75 кВт. 

 

Практическая работа №10 

Тема 2.7: Описание производственных процессов с помощью графиков функций 

Цель: Научиться использовать графики функций в решении прикладных задач 
 

Теоретическая часть: 

Применение линейной функции прослеживается практически во всех сферах нашей 

жизни. Примеры линейной функции в жизни:  

удовлетворить свои потребности. Чем больше мы купим вещей, тем больше мы заплатим 

за покупку.  

потребляют энергию. Чем дольше мы используем электроприборы, тем больше потребляем 

энергии. Соответственно и платим больше. Эта зависимость выражается формулой П=к*N, 

где к- стоимость одного киловатт-часа, N- количество часов.)  

у и еще они платят подоходный налог. 

И чем больше начисленная зарплата, тем больше величина подоходного налога. Данные 

величины связаны следующей формулой: ПН=0,13*D (ПН- величина подоходного налога, 

D- величина дохода). 

 есть, чтобы у нас были силы и энергия для 

работы. Эту энергию мы получаем из еды. Чем больше мы съедим, тем больше энергии 

получим.  

- то новое. Но необходимо 

периодически проводить проверку того, как мы выучили материал. За эти проверочные 

работы нам ставят оценки. Чем больше ошибок в работе, тем ниже оценка.  

 Всем нам периодически 

приходится быть участниками движения. Расстояние при движении с постоянной 

скоростью зависит от времени движения, чем дольше мы находимся в пути, тем большее 

расстояние пройдем. Данные величины связаны следующей формулой: S=vt (v- скорость 

движения, t- время движения).  

Во всех приведенных примерах мы наблюдаем линейную функцию. Многие 

реальные ситуации описываются математическими моделями, представляющими 

линейную функцию. 

Квадратичная функция является наиболее хорошо изученной функцией, она 

довольно часто встречается на практике. Она находит широкое применение в разных 

разделах математики, и других областях науки.  Имеет теоретическую и практическую 

значимость. Ведь почти все, что окружает человека так или иначе связано с параболой. 
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Хорошо известно, что траектория камня, брошенного под углом к горизонту, 

летящего футбольного мяча, струи воды, выпущенной из шланга, парашютиста, 

выпрыгнувшего из горизонтально летящего самолета, артиллерийского снаряда, будет 

параболой (при отсутствии сопротивления воздуха). Известно также, что многие законы 

природы выражаются в виде квадратичной зависимости. 

например, параболическая арка; свод моста. 

 
 

  
Свойство параболических зеркал используют при конструировании солнечных 

печей, солнечных электростанций, отражательных телескопов - рефлекторов. 

 

Решение заданий: 

№1. На рисунке изображен график зависимости координаты от времени 

колеблющегося тела. 

 
По графику определите: 1) амплитуду колебаний; 2) период колебаний; 3) частоту 

колебаний; 4) запишите уравнение координаты. 

№2. Гармоническое колебание описывается уравнением  
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 Чему равны циклическая частота колебаний, линейная 

частота колебаний, начальная фаза колебаний? 

№3. Есть мгновенная фотография волны в резиновом шнуре. 

Определите: 1) длину волны; 2) амплитуду колебаний частичек шнура. 

 
№4. По представленному графику определите амплитуду и период колебаний 

нитяного маятника. 

 
№5. По уравнению гармонических колебаний определить амплитуду, угловую 

скорость, период и частоту. Начертить график данного гармонического колебания. 

1) х =15 sin 3πt 

2) х = 8 sin π/3t 

3) х = 10 sin πt 

№6. Некоторая точка движется вдоль оси x по закону x = a sin2 (ωt - π/4). 

Найти: амплитуду и период колебаний; изобразить график x (t).  

№7. Напишите уравнение гармонических колебаний, если частота равна 0,5 Гц, 

амплитуда 80 см. Начальная фаза колебаний равна нулю. 

 

Практическая работа №11 

Тема 2.10: Простейшие тригонометрические неравенства 

Цель: Научиться решать простейшие тригонометрические неравенства 

 

Теоретическая часть: 
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58 

Решение заданий: 

№1. Выполнить задания: 

 
№2. Выполнить задания: 
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Практическая работа №12 

Тема 2.12: Контрольная работа по разделу 2 «Основы тригонометрии. 

Тригонометрические функции» 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 2 «Основы 

тригонометрии. Тригонометрические функции» 

 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных. 

1. (1 балл) В △АВС sinС = 
АВ

АС
. Какая из сторон является гипотенузой △АВС? 

А) АВ; Б) АС; В) ВС; Г) СВ. 

2. (1 балл) Углом какой четверти является угол α=400°? 

А) I; Б) II; В) III; Г) IV. 

3. (1 балл) Какие из функций являются чётными? 

А) у=sin х; Б) у=cos х; В) у=tg х; Г) у= сtg х. 

4. (1 балл) Какие из чисел являются корнем уравнения cos х = 
1

2
? 

А) х = 
𝜋

6
; Б) х = 

𝜋

3
; В) х = 

𝜋

2
; Г) х = 

2𝜋

3
. 

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ. 

5. (2 балла) Вычислите: sin 
𝜋

2
 + cos 

𝜋

2
. 

6. (2 балла) Найдите значение выражения 4аrсcos
√2

2
 - 4аrсsin(−

√2

2
) 

7. (2 балла) Докажите тождество: 2sin(π/2+α)+ cos(π – α)= cosα. 

8. (2 балла) Решите уравнение: sin2х - 4 sinх + 3 =0. 

 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ Б А В Б 1 2π - 
𝜋

2
+ 2𝜋𝑘, 𝑘𝜖𝑍 

 

Практическая работа №13 

Тема 3.4: Преобразование иррациональных выражений 

Цель: Научиться упрощать выражения, содержащие корни 

 

Теоретическая часть: 

Что такое иррациональные выражения? 

Иррациональные выражения начинают встречаться на этапе знакомства с корнем из 

числа, что обычно происходит на уроках алгебры в 8 классе. Здесь интуиция подсказывает, 

что иррациональные выражения как-то связаны с корнями, и это действительно так. 

Следующее определение подтверждает нашу догадку: 

Иррациональными выражениями называют выражения, содержащие операцию 

извлечения корня. Другими словами, иррациональные выражения – это выражения с 

радикалами (выражения, содержащие в своей записи знаки корня). 

http://www.cleverstudents.ru/roots/roots.html
http://www.cleverstudents.ru/roots/roots.html
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На его основе мы можем привести примеры иррациональных выражений: 

, , ,  и т.п. 

Чтобы в дальнейшем не возникало путаницы, давайте обсудим один момент. 

Рассмотрим выражение  из книги [1, с. 19]. Из контекста понятно, 

что это рациональное выражение, оно подходит под соответствующее определение. Но в 

этом выражении присутствуют корни, значит, согласно введенному в этом пункте 

определению оно иррациональное. Так какое это выражение на самом деле: рациональное 

или иррациональное? 

Это не суть важно. Этим мы хотим сказать, что не стоит фанатично подходить 

к разбиению выражений на виды, так как эта классификация не достаточно строгая (в 

отличие от классификации чисел, ведь натуральные, целые, рациональные, 

иррациональные, действительные числа определены строго, и если данное число 

рациональное, то оно уж точно не иррациональное и наоборот). Выражения подразделяют 

на рациональные, иррациональные и т.п. по большей части для удобства представления и 

описания материала. Например, мы имеем дело с рациональными выражениями все время, 

пока учимся работать с многочленами и алгебраическими дробями. А к иррациональным 

выражениям мы переходим тогда, когда сталкиваемся с необходимостью провести какие-

то операции с корнями. Начнем изучать логарифм – столкнемся с логарифмическими 

выражениями. И так далее. Вообще, если нет твердой уверенности в том, какого вида 

выражение находится перед нами, то лучше сказать просто выражение, не добавляя 

уточняющее определение. 

Завершая информацию этого пункта, заметим, что в школе термин «иррациональные 

выражения» используют мало, больше говорят о выражениях, содержащих корни 

(возможно, это делается во избежание столкновения с оговоренными выше нюансами). 

Основные виды преобразований иррациональных выражений 

как и при преобразовании любых других выражений, надо учитывать область 

допустимых значений (ОДЗ) и не допускать ее сужения. 

С иррациональными выражениями, как и с выражениями других видов, можно 

проводить любые из основных тождественных преобразований, будь то раскрытие скобок, 

группировка и приведение подобных слагаемых и т.п. Это и понятно, так как в основе этих 

преобразований лежат такие свойства действий с числами, которые являются общими для 

чисел разных видов. Также понятно, что при проведении преобразований иррациональных 

выражений сохраняется принятый порядок выполнения действий. Покажем решения 

нескольких примеров. 

Пример. 

Преобразуйте иррациональное выражение . 

Решение. 

http://www.cleverstudents.ru/expressions/transformations_of_rational_expressions.html
http://www.cleverstudents.ru/expressions/identity_transformations_of_expressions.html
http://www.cleverstudents.ru/expressions/order_of_operations.html
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Для начала заменим корень из 81 его значением 9 (при необходимости 

смотрите извлечение корней), имеем 

 
Очевидно, в полученном выражении присутствуют подобные слагаемые, поэтому 

целесообразно выполнить их приведение: 

 
Ответ: 

. 

Пример. 

Используя формулы сокращенного умножения, представьте иррациональное 

выражение  в виде произведения двух иррациональных 

выражений. 

Решение. 

Очевидно, иррациональное выражение в скобках представляет собой квадрат 

разности, то есть, его можно заменить на , поэтому 

 
А теперь девятку можно переписать как 32, после чего воспользоваться формулой 

разность квадратов: 

 
В результате проделанных тождественных преобразований мы пришли к нужному 

нам произведению двух иррациональных выражений. 

Ответ: 

. 

Существует еще ряд преобразований, относящихся именно к иррациональным 

выражениям. Рассмотрим основные из них. 

Преобразование подкоренного выражения 

http://www.cleverstudents.ru/roots/extracting_of_roots.html
http://www.cleverstudents.ru/expressions/similar_addends.html
http://www.cleverstudents.ru/expressions/formulas_of_short_multiplication.html
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Одно из важнейших преобразований иррациональных выражений состоит в 

следующем: выражение под знаком корня можно заменить тождественно равным 

выражением. Сначала приведем примеры его выполнения, после чего поясним, на чем оно 

базируется. 

Это утверждение дает возможность работать с подкоренными выражениями. 

Например, оно позволяет сумму под корнем в выражении  заменить ее значением, 

то есть, перейти к корню . Другой пример: иррациональное 

выражение  можно заменить тождественно равным ему 

выражением . 

Почему данное преобразование имеет место? Дело в том, что когда мы давали 

определение корня из числа a, то мы сказали о его единственности. То есть, не существует 

числа a1, отличного от a, для которого справедливо равенство , это равенство 

возможно лишь при a=a1. Также мы знаем, что значения тождественно равных 

выражений A и A1 равны при любых допустимых значениях переменных. Из этих фактов 

следует разбираемое утверждение. 

Использование свойств корней 

Для тождественных преобразований иррациональных выражений широко 

используются свойства корней. Например, используя свойство , 

где a≥0, b≥0, от иррационального выражения  можно перейти к тождественно 

равному выражению . А свойство , где a≥0, позволяет 

выражение  переписать как . 

Преобразование иррациональных выражений, содержащих под знаками корней 

отрицательные числа и выражения с переменными, сопряжено с рядом нюансов. Например, 

мы не имеем права записать равенство  на основании свойства корней, 

выраженного формулой . Дело в том, что указанная формула дана для 

неотрицательного числа a и положительного b, а −7 и −81 – отрицательные числа. Но если 

предварительно заменить дробь под знаком корня равной ей дробью 7/81, то дальше можно 

применять упомянутое свойство корней и переходить к выражению вида . 

http://www.cleverstudents.ru/expressions/identically_equal_expressions.html
http://www.cleverstudents.ru/expressions/identically_equal_expressions.html
http://www.cleverstudents.ru/roots/properties_of_roots.html
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Подобные тонкости в деталях разобраны в статье преобразование иррациональных 

выражений с использованием свойств корней. 

Свойства корней лежат в основе двух следующих преобразований, называемых 

внесением под знак корня и вынесением из-под знака корня, к рассмотрению которых мы и 

переходим. 

Внесение множителя под знак корня 

Внесение множителя под знак подразумевает замену выражения , 

где B и C – некоторые числа или выражения, а n – натуральное число, большее единицы, 

тождественно равным выражением, имеющим вид  или . 

Например, иррациональное выражение  после внесения множителя 2 под 

знак корня принимает вид . 

Вынесение множителя из-под знака корня 

Преобразованием, в известном смысле обратным внесению множителя под знак 

корня, является вынесение множителя из-под знака корня. Оно состоит в представлении 

корня  в виде произведения  при нечетных n или в виде 

произведения  при четных n, где B и C – некоторые числа или выражения. 

За примером вернемся в предыдущий пункт: иррациональное 

выражение  после вынесения множителя из-под знака корня принимает вид 

. Другой пример: вынесение множителя из-под знака корня в выражении  дает 

произведение , которое можно переписать в виде . 

 

Решение заданий: 

№1. 

 

http://www.cleverstudents.ru/expressions/transformations_by_using_roots_properties.html
http://www.cleverstudents.ru/expressions/transformations_by_using_roots_properties.html
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№2. 

 
№3. Вычислить: 

 
 

Практическая работа №14 

Тема 3.4: Преобразование иррациональных выражений 

Цель: Научиться преобразовывать дробные иррациональные выражения 

 

Теоретическая часть: 

Преобразование дробей, содержащих корни 

Иррациональные выражения могут содержать дроби, в числителе и знаменателе 

которых присутствуют корни. С такими дробями можно проводить любые из 

основных тождественных преобразований дробей. 

Во-первых, ничто не мешает работать с выражениями в числителе и знаменателе. В 

качестве примера рассмотрим дробь . Иррациональное выражение в числителе, 

очевидно, тождественно равно , а, обратившись к свойствам корней, выражение в 
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знаменателе можно заменить корнем . В результате исходная дробь преобразуется 

к виду . 

Во-вторых, можно изменить знак перед дробью, изменив знак числителя или 

знаменателя. Например, имеют место такие преобразования иррационального 

выражения: . 

В-третьих, иногда возможно и целесообразно провести сокращение дроби. К 

примеру, как отказать себе в удовольствии сократить дробь  на 

иррациональное выражение , в результате получаем . 

Понятно, что во многих случаях, прежде чем выполнить сокращение дроби, 

выражения в ее числителе и знаменателе приходится раскладывать на множители, чего в 

простых случаях позволяют добиться формулы сокращенного умножения. А иногда 

сократить дробь помогает замена переменной, позволяющая от исходной дроби с 

иррациональностью перейти к рациональной дроби, работать с которой комфортнее и 

привычнее. 

Для примера возьмем выражение . Введем новые 

переменные  и , в этих переменных исходное выражение имеет 

вид . Выполнив в числителе разложение многочлена на множители по формуле 

разность квадратов, получаем возможность сократить дробь на u+v, 

имеем . Выполнив обратную замену, 

приходим к выражению , которое тождественно равно исходному 

иррациональному выражению на ОДЗ. 

В-четвертых, дроби с иррациональностью можно приводить к новому знаменателю, 

умножая ее числитель и знаменатель на дополнительный множитель. Например, приведем 

дробь  к новому знаменателю x. Для этого ее числитель и знаменатель следует 

http://www.cleverstudents.ru/expressions/polynomial_factorization.html
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умножить на иррациональное выражение , 

имеем . 

Напомним, что выполнять сокращение дробей или приведение дробей к новому 

знаменателю необходимо на ОДЗ переменных для исходной дроби. 

Умножение числителя и знаменателя дроби на некоторое иррациональное 

выражение часто используется для проведения преобразования, называемого избавлением 

от иррациональности в знаменателе. Разберем, как оно проводится. 

Избавление от иррациональности в знаменателе 

Избавлением от иррациональности в знаменателе называют преобразование, при 

котором дробь заменяется тождественно равной дробью, не содержащей в знаменателе 

знаков корней. 

Например, замена дроби  дробью  есть освобождение от 

иррациональности в знаменателе. 

Переход от корней к степеням 

Переход от корней к степеням при преобразовании иррациональных выражений 

проводится на базе равенства , с помощью которого дается определение 

степени с рациональным показателем. Им безбоязненно можно пользоваться, когда a – 

положительное число, m – целое число, а n - натуральное. Например, корень  можно 

заменить степенью с дробным показателем вида . 

Если же под корнем находится отрицательное число или выражение с переменными, 

то формулой  надо пользоваться аккуратно. Например, мы не имеем права сразу 

заменить корни  и  степенями вида  и , так как 

формула  не имеет смысла для отрицательных a. 

 

Решение заданий: 

№1. Преобразовать дробь: 
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№2. Преобразовать выражение: 

 
№3. Выполнить задания: 
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Практическая работа №15 

Тема 3.5: Решение иррациональных уравнений и неравенств 

Цель: Научиться решать иррациональные уравнения и неравенства 

 

Теоретическая часть: 

Определение. Иррациональным называется уравнение, в котором неизвестное 

(переменная) содержится под знаком корня или под знаком операции возведения в 

рациональную (дробную) степень. 

  Для решения иррациональных уравнений обычно используются следующие 

приемы: 

1)возведение в соответствующую степень обе части уравнения; 

2) введение новой переменной; 

3) сведение к системе уравнений; 

4) применение свойств функций, входящих в уравнение. 

 При решении иррациональных уравнений необходима проверка всех найденных 

корней путем их подстановки в исходное уравнение или нахождение ОДЗ и следующий 

анализ корней (при решении методом приведения к равносильной смешанной системе 

уравнений и неравенств необходимость в этом отпадает). 

Простейшим иррациональным уравнением является уравнение вида: 

                                                        ,                

при решении которого важную роль играет четность или нечетность n. 

Если  n- нечетное, то данное уравнение равносильно уравнению 

. 

Если n - четное, то, так как корень считается арифметическим, необходимо  

учитывать ОДЗ (область допустимых значений): . Уравнение  в этом 

случае равносильно системе: 

. 

 Пример 1.  

Решить  уравнение √х − 3 = 5. 

Решение.  Так как n=2  - четное, то обе части уравнения возводим во 2ю степень:   

(√х − 3)2 = 52 ⇔  х − 3 = 25  ⇔ х = 28 

Ответ: 28 

 Пример 2.  

Решить уравнение . 

Решение. Так как в данном примере n=3 - нечетное, то после возведения обеих 

частей уравнения в третью степень получим 

равносильное  данному  уравнение:   

. 

Ответ: . 

Пример 3.  

Решить  уравнение . 
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Решение.  Так как n=2 - четное, то исходное уравнение равносильно системе: 

 

Ответ: . 

Уравнения вида , решаются следующим образом: 

n – нечетное  ⇒  f(x) = g(x) 

n - четное  или . 

  Пример 4.  

Решить уравнение:  √5 − 𝑥
4

=  √4𝑥 + 2
4

 

{
5 − 𝑥 ≥ 0

4𝑥 + 2 ≥ 0
5 − 𝑥 = 4𝑥 + 2

 ⇒  {
𝑥 ≤ 5

𝑥 ≥ −0,5
 𝑥 = 0,6

  ⇒  

Ответ: 0,6 

Пример 5.  

Решить уравнение:  √2𝑥 + 6 − √𝑥 + 1 = 0 

Решение. Запишем данное уравнение в виде:   √2𝑥 + 6 =  √𝑥 + 1.  Возводя обе 

части в квадрат и учитывая, что  {𝑥 + 1 ≥  0  
2𝑥 + 6 ≥ 0

    получим уравнение  2х+6=х+1, решение 

которого есть  х = -5 – не удовлетворяет выписанному условию. Значит, данное уравнение 

не имеет решений. 

Ответ: нет решений 

 Если иррациональное уравнение содержит несколько радикалов. В этом случае для 

избавления от радикалов уравнение приходится возводить в соответствующую степень 

несколько раз. При этом предварительно уединяют один из радикалов так, чтобы обе части 

уравнения стали неотрицательными. Особое внимание следует обратить на правильное 

нахождение ОДЗ. 

 Пример 6.  

Решить уравнение . 

Решение. Запишем уравнение в виде: . Так как теперь обе 

части полученного уравнения неотрицательны, то возведем их в квадрат: 

. 

Полученное уравнение равносильно исходному. Для его решения рассмотрим 

систему: 
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. 

Ответ: . 

Введение новой переменной в ряде случаев позволяет перейти от иррационального 

уравнения к рациональному уравнению. 

 Пример 7.  

 Решить уравнение . 

Решение. Возведение данного уравнения в квадрат привело бы к уравнению 

четвертой степени, что нерационально. Поэтому запишем уравнение в 

виде  и введем «новую» переменную: 

, . 

Получим . 

Вернемся к «старым» переменным  или . 

Второе из полученных уравнений решений не имеет, а решения первого есть 

числа  

Ответ: . 

Иногда при решении иррационального уравнения возникает необходимость    ввести 

не одну, а несколько «новых» переменных. Такая ситуация возникает, например, при 

решении уравнений, содержащих радикалы разных степеней. 

 Пример 8.   

Решить уравнение . 

Решение. Пусть  и . Тогда . С другой 

стороны . Получаем систему 

. 

Решим последнее уравнение системы: 

 

. 

Получим, что , а тогда . По условию , 

следовательно исходное уравнение решений не имеет. 

Ответ: нет решений. 
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При решении некоторых иррациональных уравнений нахождение области 

допустимых значений входящих в уравнение неизвестных может существенно облегчить 

решение уравнения. 

При решении иррациональных уравнений бывает полезно воспользоваться 

монотонностью функций. 

 Пример 10.  

Решить уравнение . 

Решение. Один корень данного уравнения  легко найти подбором. Покажем, 

что других корней нет. Запишем уравнение в виде . 

         По свойству степенных функций 

функции  и  являются возрастающими на 

промежутке , где они обе определены. Поэтому их 

сумма  на этом промежутке также возрастает, следовательно, 

она принимает каждое свое значение (в том числе и 6) только один раз. Поэтому других 

корней нет. 

Ответ: . 

 

Определение:  Под иррациональным неравенством понимается неравенство, в 

котором неизвестные величины (или некоторые функции величин) находятся под 

знаком радикала. 

Основным методом решения иррациональных неравенств является метод сведения 

исходного неравенства к равносильной системе неравенств или совокупности таких систем, 

не содержащих иррациональных выражений. 

 

Схемы решения: 
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

.Nn ,(g(x))f(x)

0,g(x)

0,f(x)

 )x(g)x(f
2n

n2  

       3)                

.0)x(f

,0)x(g

;(g(x))f(x)

0,g(x)

 )x(g)x(f

2n

n2



























  

 

Пример 1. Решить неравенство 

<1. 

Решение. 
Обе части неравенства неотрицательны, можно возводить в квадрат, значит, 

 

, 

; 
 

 
x<6;  
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Ответ:  

Пример 2. Решить неравенство 

>-1. 

Решение. 
Допустимые значения неравенства: 

x+8 x  

Левая часть неотрицательна, правая – отрицательна, т.е. неравенство выполняется 

при всех допустимых x. 

Ответ:  

Пример 3. Решить неравенство 

<x. 

Решение. 
Допустимые значения неравенства: 

 
Правая часть неравенства может быть отрицательной, но с учётом допустимых 

значений, обе части неотрицательны. Возводим в квадрат: 

 

 

  

 

   

 

  

 

Ответ:  

Пример 4. Решить неравенство 

<  +5. 

Решение. 
Допустимые значения неравенства: 

+61  

Правая часть неравенства может быть отрицательной. 

Рассмотрим два случая. 

1. 

 

 

  

 

; 
 

  

 

 

 

 

 
 

   

2.  

В этом случае левая часть исходного неравенства неотрицательна, а правая 

отрицательна. Нет решений. 

Ответ:  

Пример 5. Решить неравенство 

>x+1. 

Решение. 
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Допустимые значения неравенства: 

 
Правая часть неравенства может быть отрицательной. 

Рассмотрим два случая. 

1. 

 

  

  

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

   

2.  т. е. левая часть исходного неравенства неотрицательна, а правая 

отрицательна. Следовательно, та часть рассматриваемого участка, которая входит в область 

допустимых значений исходного неравенства, является его решением. 

  

   

Объединим ответы в первом и во втором случаях: 

 или  

Ответ:  

Решать иррациональные неравенства можно, придерживаясь, например, 

следующего алгоритма: 

1.Найти область допустимых значений заданного неравенства. 

2.Руководствуясь предложениями о равносильности неравенств, решить заданное 

неравенство. 

3.Из найденных решений отобрать значение переменной, принадлежащее области 

определения заданного неравенства. 

 

Решение заданий: 

№1. Решить уравнения: 

1)  , 

2) , 

3)  , 

4)    

 

№2. Решить уравнения: 

1)      , 

2)      , 

3)      . 

 

№3. Решить уравнения: 

1)      , 

2)      . 

 

№4. Решить уравнения: 

1)       
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2)       

3)       

 

№5. Решить уравнения: 

1)       

2)       

 

№6. Решить неравенства: 

1)      , 

2)      . 

 

№7. Решить системы: 

1)      , 

2)      , 

3)      . 

 

 

Практическая работа №16 

Тема 3.6: Контрольная работа по разделу 3 «Степени и корни. Степенная функция» 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 3 «Степени и 

корни. Степенная функция» 

 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных.  

1. (1 балл) Между какими двумя натуральными числами находится число √19
3

?  

А) 19 и 20; Б) 2 и 3; В) 18 и 19; Г) 3 и 4.  

2. (1 балл) Определите корень уравнения х3=125  

А) 3.; Б) -3; В) -5; Г) 5.  

3. (1 балл) Расположите в порядке возрастания числа: 2; √5
3

; √17
4

 

А) 2; √5
3

; √17
4

; Б) 2; √17
4

; √5
3

; 3 В) √5
3

; 2; √17
4

; Г) √17
4

; 2; √5
3

;  

4. (1 балл) Умножая числа с одинаковым основанием, их степени…?  

А) умножаем; Б) делим; В) складываем; Г) отнимаем. 

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) Найдите значение выражения 
а5,58∙а2,9

а6,48
 при а=7.  

6. (2 балла) Найдите значение выражения 
(√12+√8)

2

10+√96
.  

7. (2 балла) Расстояние от наблюдателя, находящегося на небольшой высоте h 

километров над землёй, до наблюдаемой им линии горизонта вычисляется по формуле 𝐼 =
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√2𝑅ℎ, где R=6400 км — радиус Земли. С какой высоты горизонт виден на расстоянии 48 

километров? Ответ выразите в километрах. 

8. (2 балла) Решите уравнение √−32 − 𝑥 = 2. 

 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ Б Г В В 49 2 0,18 -36 

 

Практическая работа №17 

Тема 4.2: Решение показательных уравнений и неравенств 

Цель: Научиться решать показательные уравнения 

 

Теоретическая часть: 

Определение Уравнение, в котором переменная содержится в показателе степени, 

называется показательным. 

Примеры показательных уравнений: 

 
Выберите показательные уравнения: 

 
Способы решения показательных уравнений 
Выделяют две группы способов: графический и аналитические. 

Вспомним суть графического способа решения уравнений: 

1. Построить графики двух функций (левая и правая части уравнения); 
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2. Найти абсциссы точек пересечения графиков; 

3. Записать ответ. 

Рассмотрим графический способ решения на примере уравнения 2x = 4  Построим 

графики функций y = 2x, y = 4 и найдем абсциссу точки пересечения графиков: x = 2. 

 
Ответ: x = 2 

Графический способ можно применить не всегда, поэтому рассмотрим более 

универсальные основные аналитические способы решения показательных уравнений. 

Аналитические способы: 

1. Приравнивание показателей; 

2. Вынесение общего множителя за скобки; 

3. Введение новой переменной; 

4. Использование однородности. 

Рассмотрим каждый способ подробнее и разберем на примере. 

1. Приравнивание показателей. 

Суть метода: 

1. Уединить слагаемое, содержащее переменную; 

2. Привести степени к одному основанию; 

3. Приравнять показатели; 

4. Решить полученное уравнение; 

5. Записать ответ. 

Пример: 

  

 
Ответ: x = 3 

2. Вынесение общего множителя за скобки 

Примечание: выносим за скобки множитель с меньшим показателем. 

Пример: 

 

 
Ответ: x = 1 

3. Введение новой переменной 
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Как правило, уравнения, решаемые этим способом, сводятся к квадратным. 

Пример:  

Пусть 4x = а тогда уравнение можно записать в виде: 

  

Сделаем обратную замену: 

4x = 4 или 4x = 1; 

х = 1  или х = 0 

Ответ: х = 1 или х = 0 

4. Использование однородности 

Определение Показательные уравнения вида  называются однородными. 

Суть метода: Так как показательная функция не может принимать значение, равное 

нулю, и обе части уравнения можно делить на  одно и то же не равное нулю число, разделим 

обе части уравнения, например, на . 

Пример: 2x = 3x 

Разделим обе части уравнения на  

 
Ответ: x = 0 

 

Решение заданий: 

№1. Решить уравнения: 

 
№2.Решите уравнение: 

а) ;                                 г) ; 

б) ;                             д) . 

в) ; 

№3.Решите уравнение: 
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а) ;                                 г) ; 

б) ;                             д) . 

1. в) ;  

№4. Решить уравнение: 

1)
  252,0

3  2


 х

;          2) 0322124  хх

.  

№5. Решить систему уравнений 






 .255

,4
  yx

yx

 

№6.Решить уравнение  

1) 588757 1   xx

 

2) 279343 3   xx
 

 

Практическая работа №18 

Тема 4.2: Решение показательных уравнений и неравенств 

Цель: Научиться решать показательные неравенства 

 

Теоретическая часть: 

Простейшее показательное неравенство имеет вид: 

 V , где  V - один из знаков: <,>,≤, или ≥. 

Чтобы решить  показательное неравенство, нам нужно от сравнения степеней 

перейти к сравнению показателей. 

Как мы помним, показательная функция  возрастает при всех 

действительных значениях , если .  Это значит, что большему значению аргумента 

соответствует большее значение функции. То есть из неравенства 

 следует неравенство  

Аналогично, так как показательная функция убывает, если ,  и большему 

значению аргумента соответствует меньшее значение функции, из  неравенства 

 следует неравенство  

То есть при решении простейших показательных неравенств прежде чем 

сравнивать выражения, стоящие в показателе степени, нужно сравнить с единицей 

основание степеней. 

Ещё раз, это важно: 

если основание степени больше единицы, то при переходе к выражениям, стоящим 

в показателе, знак неравенства сохраняется 

если основание степени больше нуля, но меньше единицы, то при переходе к 

выражениям, стоящим в показателе, знак неравенства меняется на противоположный. 

Все показательные неравенства любого уровня сложности, в конечном итоге, 

сводятся к решению простейших показательных неравенств. 

Рассмотрим несколько примеров. 

1. Решим неравенство: 
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Так как основание степеней , при переходе к выражениям, стоящим в 

показателе, знак неравенства меняется на противоположный: 

 
Перенесем все влево, и приведем к общему знаменателю: 

 

 

 
Корни числителя: 

,    

 
Решим неравенство методом интервалов: нанесем корни числителя и знаменателя на 

числовую ось и расставим знаки: 

 

Ответ:  ,  ,   

2. Решим неравенство: 

 
Перенесем все слагаемые влево и разложим основания степеней на простые 

множители: 

 
Если бы это было уравнение, мы решали бы его с помощью замены переменной. 

Поступим также. 

Вообще, показательные неравенства делятся на те же типы, что и показательные 

уравнения, и решаются теми же способами. 

Внимание! Если мы решаем неравенство с помощью замены переменных, то 

нужно решать  относительно замены до получения простейшего неравенства. 

Поясним на этом примере. 

Введем замену: ,  

Получим систему неравенств: 

 
Отсюда: 

 

https://ege-ok.ru/2012/01/05/reshenie-ratsionalnyih-neravenstv-met/
https://ege-ok.ru/2012/01/23/reshenie-pokazatelnyih-uravneniy/
https://ege-ok.ru/2012/01/23/reshenie-pokazatelnyih-uravneniy/


 

80 

То есть  

Запишем двойное неравенство в виде системы: 

 
Вот теперь мы можем вернуться к исходной переменной: 

 

Отсюда: ,   

Ответ:  

 

Решение заданий: 

№1. Решите неравенство: 

а)  ;                                      г) ; 

б)  ;                            д) . 

в) ; 

 

№2. Решите неравенство: 

а)  ;                                      г) ; 

б)  ;                            д) . 

в) ; 

 

№3. Решите неравенство: 

а)  

б)  

в)  

г)  
 

№4.Выполнить задания 

А) Сравните числа m и n, если: 

1)  2)  

Б) Сравните числа a и b, если: 

1)  2)  

 

№5. Найдите множество решений неравенства 

1)   
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2)  

 

№6. Решите неравенство: 

1)  2) ; 

3)  4)  . 

 

Практическая работа №19 

Тема 4.3: Системы показательных уравнений 

Цель: Научиться решать системы показательных уравнений 

 

Теоретическая часть: 

Известные вам способы решения алгебраических уравнений (подстановка, 

сложение, введение новых переменных) применяются и к решению систем, содержащих 

показательную функцию. Давайте рассмотрим решение систем показательных уравнений 

на примерах. 

Задание 1. Решите систему уравнений. 

 
Решение. 

 

 

 
Ответ: решением исходной системы уравнений является упорядоченная пара 

чисел . 

Задание 2. Решите систему уравнений. 

 
Решение. 

 



 

82 

 

 
Не забудем записать ответ: решением нашей исходной системы являются 

упорядоченные пары чисел . 

Задание 3. Решите систему уравнений. 

 
Решение. 

 
Запишем ответ: решением исходной системы уравнений является упорядоченная 

пара чисел .   

 

Решение заданий: 
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Ответы: 

 
 

Практическая работа №20 

Тема 4.4: Контрольная работа по разделу 4 «Показательная функция» 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 4 «Показательная 

функция» 

 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных.  

1. (1 балл) При каком значении а функция у=ах бывает на всей области определения?  

А) а=
4

3
; Б) а=8,25; В) а=

1

8
; Г) а=√3.  

2. (1 балл) На рисунке изображён график функции вида f(x)=ax. Найдите значение 

f(2). 

 
А) 25; Б) 5; В) 32; Г) нет верного ответа.  
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3. (1 балл) Функция задана формулой: f(х)=(
1

2
)х. Чему равно f(-2)?  

А) -
1

4
; Б) -4; В) 4; Г) √2.  

4. (1 балл) Корень уравнения (
1

9
)

х−13

= 3?  

А) 12,5; Б) 13; В) 14; Г) 15. 

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) Найдите корень уравнения 3х+2-5*3х=12  

6. (2 балла) Сколько целых решений имеет неравенство 1 < 7х-1 ≤ 49? 

7. (2 балла) Найдите точку максимума функции у =  25−8х−х2
 

8. (2 балла) В ходе распада радиоактивного изотопа его масса уменьшается по закону 

m(t) = m0 ∙ 2
-t/T где m0 — начальная масса изотопа, t — время, прошедшее от начального 

момента, T — период полураспада. В начальный момент времени масса изотопа 184 мг. 

Период его полураспада составляет 7 мин. Найдите, через сколько минут масса изотопа 

будет равна 23 мг. 

 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ В А В А 1 2 -4 21 

 

Практическая работа №21 

Тема 5.1: Логарифм числа. Свойства логарифмов 

Цель: Научиться вычислять логарифмы и упрощать выражения, содержащие 

логарифм 

 

Теоретическая часть: 

Логарифм числа  по основанию  определяется как показатель степени, в которую 

надо возвести число , чтобы получить число  (Логарифм существует только у 

положительных чисел). 

Логарифм в переводе с греческого буквально означает "число, изменяющее 

отношение". 

Специальные обозначения: 

1. Натуральный логарифм  - логарифм по основанию ,  

2. Десятичный логарифм  - логарифм по основанию 10. 

Свойства логарифмов: 

1°     - основное логарифмическое тождество. 

2°     

3°     

Логарифм единицы по любому положительному, отличному от 1, основанию равен 

нулю. Это возможно потому, что из любого действительного числа можно получить 1 

только возведя его в нулевую степень. 

4°      

Логарифм произведения равен сумме логарифмов сомножителей. 

5°      

Логарифм частного (дроби) равен разности логарифмов сомножителей. 

6°     -  

http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_3_2.php
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 Логарифм степени равен произведению показателя степени на логарифм ее 

основания. 

7°     

8°     

9°     - переход к новому основанию. 

 

Решение заданий: 

№1. Найдите значение выражения: 

 
Использовали: 

 
Ответ: 2 

№2. Найдите значение выражения log0,8 3 · log31,25 

 
Использовали: 

 
Ответ: −1 

№3.Найдите значение выражения: 

 
Ответ: 7 

№4. Найдите значение выражения: 
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Ответ: 9 

№5.Найдите значение выражения: 

 
 Ответ: 3 

№6. Найдите значение выражения: 

 
Ответ: 12 

№7. Найдите значение выражения: 

 
Ответ: – 0,5 

№8 . Найдите значение выражения  log3 8,1 + log310. 

 
Ответ: 4 

№9. Найдите значение выражения: 

 
Ответ: 0,5 

№10. Вычислите значение выражения: 

 
Ответ: 3 

№11. Найдите значение выражения loga(ab3), если logb a = 1/7. 

Преобразуем данное выражение: 

 
Определим значение выражения  loga b. Нам известно, что 

 
Используем свойство: 
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Следовательно  loga b = 7.  

Таким образом: 

 
Ответ: 22 

№12. Найдите loga(a:b3), если loga b = 5. 

 
Ответ: –14 

№13. Найдите   loga(a
2b3), если loga b = –2. 

 
Ответ: –4 

№14.  Найдите значение выражения  loga(a
4b9), если logb a = 1/3. 

 
Ответ: 31 

№15.  Найдите   loga(a
7:b3), если loga b = 10. 

 
Ответ: –23 

№16.  Найдите   loga(ab10), если loga b = 7. 

 
Ответ: 71 

 

 



 

88 

Практическая работа №22 

Тема 5.3: Решение логарифмических уравнений и неравенств 

Цель: Научиться решать логарифмические уравнения и неравенства 

 

Теоретическая часть: 

Теорема 1. Если f(x) > 0 и g(x) > 0, то логарифмическое уравнение log a f(x) = 

log a g(x) (где a > 0, a ≠ 1) равносильно уравнению f(x) = g(x). 

Пример 1. Решите уравнение: 

   

Решение. В область допустимых значений входят только те x, при которых 

выражение, находящееся под знаком логарифма, больше нуля. Эти значения определяются 

следующей системой неравенств: 

   

   

С учетом того, что 

   

получаем промежуток, определяющий область допустимых значений данного 

логарифмического уравнения: 

   

На основании теоремы 1, все условия которой здесь выполнены, переходим к 

следующему равносильному квадратичному уравнению: 

   

   

В область допустимых значений входит только первый корень. 

Ответ: x = 7. 

Пример 2. Решите уравнение: 

   

Решение. Область допустимых значений уравнения определяется системой 

неравенств: 

   

Очевидно, что эти два условия противоречат друг другу. То есть нет ни одного 

такого значения x, при котором одновременно выполнялись бы оба неравенства. Область 

допустимых значений уравнения является пустым множеством, а значит решений у данного 

логарифмического уравнения нет. 

Ответ: корней нет. 

Обратите внимание, что в этом задании нам вообще не пришлось искать корни 

уравнения. Достаточно оказалось определить, что его область допустимых значений не 

содержит ни одного действительно числа. Это одно из преимуществ такой 

последовательности решения логарифмических уравнений и неравенств (начинать с 
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определения области допустимых значений уравнения, а затем решать его путем 

равносильных преобразований). 

Примет 3. Решите уравнение: 

   

Решение. Область допустимых значений уравнения определяется здесь легко: x > 0. 

Используем подстановку: 

   

Уравнение принимает вид: 

   

Обратная подстановка: 

   

Оба ответа входят в область допустимых значений уравнения, поскольку являются 

положительными числами. 

Пример 4. Решите уравнение: 

   

Решение. Вновь начнем решение с определения области допустимых значений 

уравнения. Она определяется следующей системой неравенств: 

   

Воспользовавшись правилом сложения логарифмов, переходим к равносильному в 

области допустимых значений уравнению: 

   

Основания логарифмов одинаковы, поэтому в области допустимых значений можно 

перейти к следующему квадратному уравнению: 

   

   

Первый корень не входит в область допустимых значений уравнения, второй — 

входит. 

Ответ: x = -1. 

Пример 5. Решите уравнение: 

   

Решение. Будем искать решения в промежутке x > 0, x≠1. Преобразуем уравнение к 

равносильному: 

   

   

Оба ответа входят в область допустимых значений уравнения. 

Пример 6. Решите уравнение: 
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Решение. Система неравенств, определяющая область допустимых значений 

уравнения, имеет на этот раз вид: 

   

Используя свойства логарифма, преобразуем уравнение к равносильному в области 

допустимых значений уравнению: 

   

Используя формулу перехода к новому основанию логарифма, получаем: 

   

В область допустимых значений входит только один ответ: x = 4. 

Перейдем теперь к логарифмическим неравенствам. Это как раз то, с чем вам 

придется иметь дело на ЕГЭ по математике. Для решения дальнейших примеров нам 

потребуется следующая теорема: 

Теорема 2.  

Если f(x) > 0 и g(x) > 0, то: 

при a > 1 логарифмическое неравенство log a f(x) > log a g(x) равносильно 

неравенству того же смысла: f(x) > g(x); 

при 0 < a < 1 логарифмическое неравенство log a f(x) > log a g(x) равносильно 

неравенству противоположного смысла: f(x) < g(x). 

Пример 7. Решите неравенство: 

   

Решение. Начнем с определения области допустимых значений неравенства. 

Выражение, стоящее под знаком логарифмической функции, должно принимать только 

положительные значения. Это значит, что искомая область допустимых значений 

определяется следующей системой неравенств: 

   

   

Так как в основании логарифма стоит число, меньшее единицы, соответствующая 

логарифмическая функция будет убывающей, а потому равносильным по теореме 2 будет 

переход к следующему квадратичному неравенству: 

   

Окончательно, с учетом области допустимых значений получаем ответ: 

   

Пример 8. Решите неравенство: 

   

Решение. Вновь начнем с определения области допустимых значений: 
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На множестве допустимых значений неравенства проводим равносильные 

преобразования: 

   

   

   

После сокращения и перехода к равносильному по теореме 2 неравенству получаем: 

   

С учетом области допустимых значений получаем окончательный ответ: 

   

Пример 9. Решите логарифмическое неравенство: 

   

Решение. Область допустимых значений неравенства определяется следующей 

системой: 

   

Видно, что в области допустимых значений выражение, стоящее в основании 

логарифма, всегда больше единицы, а потому равносильным по теореме 2 будет переход к 

следующему неравенству: 

   

   

   

С учетом области допустимых значений получаем окончательный ответ: 

   

Пример 10. Решите неравенство: 

   

Решение. 
Область допустимых значений неравенства определяется системой неравенств: 
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I способ. Воспользуемся формулой перехода к новому основанию логарифма и 

перейдем к равносильному в области допустимых значений неравенству: 

   

Неравенство будет равносильно двум системам. Первой: 

   

   

И второй: 

   

Итак, окончательный ответ: 

   

II способ. Решаем методом интервалов. Преобразуем неравенство к виду: 

   

Вычтем из знаменателя  Это ничего не изменит, поскольку  

   

С учетом того, что выражения  и  — одного знака 

при  в области допустимых значений имеет место следующий равносильный 

переход: 

   

   

 
Множество решений данного неравенства 

Итак,  а с учетом области допустимых значений получаем 

тот же результат:  

 

Решение заданий: 

№1. Решить уравнения: 

https://yourtutor.info/wp-content/uploads/2012/02/MSP12521a194ed409ea775600002b2fici3d132i6ic.gif
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№2. Решить уравнения: 

 

 
№3. Решить неравенства: 

 
 

 

Практическая работа №23 

Тема 5.4: Системы логарифмических уравнений 

Цель: Научиться решать системы логарифмические уравнения 

 

Теоретическая часть: 

Системы логарифмических уравнений решаются теми же методами, что и 

системы показательных уравнений (урок «Показательные уравнения, неравенства и их 

системы»). 

Самые простые системы логарифмических уравнений – это системы, в которых оба 

уравнения сводятся к простейшим. В дальнейшем получается обычная система из двух 

уравнений с двумя неизвестными, которую мы уже умеем решать. 

Пример такой системы:  . 
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Ещё один тип систем логарифмических уравнений – это системы, которые 

сводятся к обычным с помощью замены. Пример такой системы:  . 

Пример 1 

Решить систему уравнений:  . 

Как видим, оба уравнения являются простейшими, поэтому используем определение 

логарифма и получаем систему линейных уравнений: 

 

 

 

 

Проверка:  – подходит. 

Ответ:  . 

  

Пример 2 

Решить систему уравнений:  . 

Как видим, переменная  в системе встречается только в выражении  , а 

переменная  только в выражении  , поэтому с помощью 

замены:  ,  данная система сводится к системе линейных уравнений: 

 

 

 

 
Проверка: 

 – подходит. 

Ответ:  . 

Пример 3. 

Решите систему уравнений  

Решение: 

понятно, что > 0 и > 0. 

Из первого уравнения системы получим = 6 — , из второго получим 

= 3 или = 8. 
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Таким образом, получаем систему Подставим = 6 — в 

уравнение = 8 . Тогда получим квадратное уравнение . Его корнями 

являются числа = 2, = 4. Подставим их в = 6 — , получим = 4, = 2. 

Решением данной системы является пара (2; 4) и (4; 2). 

Пример 4. 

Решите систему уравнений  

Решение: 

из первого уравнения системы имеем — = 2. Выполним замену: во второе 

уравнение = 72 вместо подставим = 2 + . Тогда можно 

записать = 36. Отсюда и получим, что = 1. Тогда = 3. 

Таким образом, решением данной системы является пара (3; 1). 

 

Решение заданий: 

Решить систему логарифмических уравнений: 

 
 

Практическая работа №24 

Тема 5.5: Логарифмы в природе и технике 

Цель: Научиться выявлять проявление логарифмической спирали в природе. 

 

Теоретическая часть: 

На протяжении 16 века быстро возрастало количество приближенных вычислений, 

прежде всего, в астрономии. Многие работы требовали колоссальных, иногда многолетних, 

расчетов. Астрономам грозила реальная опасность утонуть в невыполненных расчетах. 

Тогда математики для облегчения вычислений придумали логарифмы. И в 1614 году были 

опубликованы первые логарифмические таблицы, составленные шотландским 

математиком Джоном Непером (1550–1617), они верой и правдой служили астрономам и 

инженерам, геодезистам и морякам, сокращая время на вычисления. 
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Ряд явлений природы помогает описать именно логарифмическая зависимость. Для 

составления математической модели того или иного явления часто обращаются к 

логарифмической функции. Одним из наиболее наглядных примеров такого обращения 

является логарифмическая спираль. Логарифмическая спираль – это плоская кривая линия 

многократно обходящая одну из точек на плоскости. 

Где же применяются логарифмы? 

Применение в астрономии. 

В астрономии логарифмы имеют очень обширное распространение. В этой науке 

задействованы очень большие масштабы. По логарифмическим спиралям закручены 

многие галактики, в частности Галактика, которой принадлежит солнечная система. 

Астрономы распределяют звезды по степеням видимой яркости на светила первой 

величины, второй величины, третьей и т.д. Последовательные звездные величины 

воспринимаются глазом, как члены арифметической прогрессии. Но физическая яркость их 

изменяется по иному закону: объективные яркости составляют геометрическую 

прогрессию со знаменателем 2,5. Легко понять, что «величина» звезды представляет собой 

не что иное, как логарифм ее физической яркости. Практически каждая вторая формула в 

астрономии, астрофизике и других перекрестных науках не обходятся без логарифма. 

Применение в биологии. 

Раковины многих моллюсков, улиток, а также рога архаров (горные козлы), 

закручены по логарифмической спирали. По логарифмической спирали очерчены не только 

раковины. Паук эпейра, сплетая паутину, закручивает нити вокруг центра по 

логарифмическим спиралям. 

Применение в музыке 

Когда музыкант играет на рояле, собственно говоря, он играет на логарифмах. Так 

называемые «ступени» темперированной хроматической гаммы представляют собой 

логарифмы этих величин. Основание этих логарифмов равно 2. 

Номера клавишей рояля представляют собой логарифмы чисел – колебаний 

соответствующих звуков (умноженные на 12). Мы даже можем сказать, что номер октавы 

представляет собой целую часть (характеристику) логарифма числа колебаний этого тона, 

а номер звука в данной октаве, деленный на 12 – дробную часть (мантиссу) этого 

логарифма. 

Применение в психологии. 

Громкость звука измеряют в децибелах, которые пропорциональны логарифму 

мощности звука, воздействующего на ухо. Употребление логарифмических шкал 

продиктовано особенностями наших органов чувств: зрения, слуха и т.д. Человеческий мозг 

воспринимает раздражения от органов чувств не пропорционально силе раздражителя, а 

лишь пропорционально ее логарифму. Именно поэтому ухо одинаково способно слышать 

шорох листьев и не оглохнуть от громкого удара станка на заводе. А глаз может заметить, 

как блестит снег на свету и не ослепнуть, если посмотрит на Солнце, которое в миллиарды 

раз ярче. Описанные выше сведения объединяются законом психофизики, установленным 

Фехнером, который говорит, что мера ощущения пропорциональная логарифму величины 

раздражения. 

Применение в сельском хозяйстве 

Как оказалось, и в сельском хозяйстве не обошлось без логарифмов. Например, 

исследовав рождение телят, оказалось, что их вес можно вычислять и с помощью 

логарифмов. 

Область применения логарифмов не ограничивается лишь рассмотренными 

науками, также она играет важную роль в литературе, информатике, истории, рисовании и 

многих других. Логарифмическая функция дает нам возможность по-другому взглянуть на 

масштабные процессы, происходящие в огромных пространствах и временных интервалах 

для понимания и осмысления общей картины. 
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Решение заданий: 

№1. Приведите примеры проявления логарифмической спирали в окружающем 

мире. 

 
№2. В начальный момент времени было 8 бактерий. Через 2 часа после помещения 

бактерий в питательную среду, их число возросло до 100. Через сколько времени с момента 

размещения в питательную среду следует ожидать появления 500 бактерий? 

Решение. 
Для решения данной задачи, необходимо вспомнить понятия скорости и ускорения. 

 
Перейдем к натуральному основанию логарифмов, для того, чтобы можно было 

воспользоваться табличными значениями: 

 
Ответ: приблизительно 3 часа 15 минут. 

 

Практическая работа №25 

Тема 5.5: Логарифмы в природе и технике 

Цель: Научиться использовать логарифмы в решении прикладных задач. 

 

Теоретическая часть: 

Логарифмические функции распространены чрезвычайно широко как в математике, 

так и в естественных науках. Приведём несколько примеров использования логарифмов в 

разнообразных науках. 

В статистике и теории вероятностей логарифм входит в ряд практически важных 

вероятностных распределений. Например, логарифмическое распределение используется в 

генетике и физике. Логнормальное распределение часто встречается в ситуациях, когда 
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исследуемая величина есть произведение нескольких независимых положительных 

случайных переменных. 

Закон Бенфорда («закон первой цифры») описывает вероятность появления 

определённой первой значащей цифры при измерении реальных величин. 

Для оценки неизвестного параметра широко применяются метод максимального 

правдоподобия и связанная с ним логарифмическая функция правдоподобия. 

Флуктуации при случайном блуждании описывает закон Хинчина-Колмогорова. 

В информатике: единица измерения информации (бит). Например, для хранения в 

компьютере натурального числа N (в обычном для компьютера двоичном формате) 

понадобится log2N + 1 битов. 

Информационная энтропия — мера количества информации. 

Оценка асимптотической сложности рекурсивных алгоритмов, основанных на 

принципе «разделяй и властвуй» — таких как быстрая сортировка, быстрое преобразование 

Фурье и т. п. 

Обычно числовые значения хранятся в памяти компьютера или 

специализированного процессора в формате с плавающей запятой. Если, однако, сложение 

и вычитание для группы данных выполняются редко, а умножение, деление, возведение в 

степень и извлечение корня — гораздо чаще, тогда имеет смысл рассмотреть возможность 

хранения таких данных в логарифмическом формате. В этом случае вместо числа хранится 

логарифм его модуля и знак, и скорость вычислений благодаря свойствам логарифма 

значительно повышается. Логарифмический формат хранения был использован в 

нескольких системах, где доказал свою эффективность 

Принцип Больцмана в статистической термодинамике — одна из важнейших 

функций состояния термодинамической системы, характеризующая степень её 

хаотичности. 

Формула Циолковского применяется для расчёта скорости ракеты. 

Уравнение Нернста связывает окислительно-восстановительный потенциал системы 

с активностями веществ, входящих в электрохимическое уравнение, а также со 

стандартными электродными потенциалами окислительно-восстановительных пар. 

Логарифм используется в определениях таких величин, как показатель константы 

автопротолиза (самоионизации молекулы) и водородный показатель (кислотности 

раствора). 

Логарифмическая спираль пересекает свои радиус-векторы под постоянным углом. 

На основании этого ее называют равноугольной. Это свойство находит свое применение в 

технике. Дело в том, что в технике часто применяются вращающиеся ножи. Сила с которой 

они давят на разрезаемый материал, зависит от угла резания, т.е. угла между лезвием ножа 

и направлением скорости вращения. Для постоянного давления нужно, чтобы угол резания 

сохранял постоянное значение, а это будет в том случае, если лезвия ножей очерчены по 

дуге логарифмической спирали. Величина угла резания зависит от обрабатываемого 

материала.  

В гидротехнике по логарифмической спирали изгибают трубу, проводящую поток 

воды к лопастям турбины. Благодаря такой форме трубы потери энергии на изменение 

направления течения в трубе оказываются минимальными и напор воды используется с 

максимальной производительностью.  

Нажимая на клавиши современного рояля, мы, можно сказать, играем на 

логарифмах. 

 

Решение заданий: 

№1. Для обогрева помещения, температура в котором равна Тп = 200С, через 

радиатор отопления, пропускают горячую воду температурой  Тв = 1000С. Расход 

проходящей через трубу воды m = 0,2 кг/с. Проходя по трубе расстояние x (м), вода 

охлаждается до температуры Т0С, при чём 
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где с = 4200Дж/кг*С — теплоемкость воды 

γ = 42 Вт/м * 0С— коэффициент теплообмена 

a = 1,4 — постоянная. 

До какой температуры (в градусах Цельсия) охладится вода, если длина трубы 28 м? 

(Ответ: 60°) 

 

№2. Определить информацию, которую несет в себе один символ в кодировках 

ASCII и Unicode. 

Решение. 

1) В алфавите ASCII предусмотрено 256 различных символов, т.е.  

M = 256, а I = log2 256 = 8 бит = 1 байт 

Ответ: 1 байт. 

2) В современной кодировке Unicode заложено гораздо большее количество 

символов. В ней определено 256 алфавитных страниц по 256 символов в каждой. 

Таким образом: 

I = log2 (256 * 256) = 8 + 8 = 16 бит = 2 байта 

Ответ: 2 байта. 

 

Практическая работа №26 

Тема 5.6: Контрольная работа по разделу 5 «Логарифмы. Логарифмическая 

функция» 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 5 «Логарифмы. 

Логарифмическая функция» 

 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных.  

1. (1 балл) Какая из функций возрастает на всей области определения?  

А) f(х)=log5 х; Б) f(х)=0,7х; В) f(х)=х2; Г) f(х)= log1

2

х.  

2. (1 балл) Укажите область определения функции 𝑓(х)=𝑙𝑔
2х−3

х+7
  

А) (-7; 1,5); Б) (-∞; -1,5), (7; +∞).; В) (-1,5; 7); Г) (-∞; -7), (1,5; +∞).  

3. (1 балл) Расположить в порядке возрастания: log0,5 4; log0,5 0,4 ; log0,5
1

4
.  

А) log0,5 4; log0,5 0,4 ; log0,5
1

4
; Б) log0,5 4; log0,5

1

4
;  log0,5 0,4 ;  

В) log0,5
1

4
;  log0,5 0,4 ; log0,5 4; Г)  log0,5 0,4 ; log0,5

1

4
; log0,5 4. 

4. (1 балл) Найдите корень уравнения log4(5 − х) = 2. 

А) 11; Б) -11; В) -3; Г) 3. 

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) Определите значение выражения log6 2 + log6 3 + 2log2 4.  

6. (2 балла) Укажите наименьшее целое решение неравенства: log3(6х − 4) > 2. 
7. (2 балла) Найдите точку максимума функции 𝑦 = 8 ln(𝑥 + 7) − 8𝑥 + 3 

8. (2 балла) Для обогрева помещения, температура в котором поддерживается на 

уровне Тп=15о через радиатор отопления пропускают горячую воду. Расход проходящей 

через трубу радиатора воды m = 0,6 кг/с. Проходя по трубе расстояние x, вода охлаждается 

от начальной температуры Тв=91о до температуры T, причём 𝑥 = 𝛼
𝑐𝑚

𝛾
log2

ТВ−ТП

Т−ТП
, где с =

4200
Вт∙с

кг∙°С
 — теплоёмкость воды, 𝛾 = 28 

Вт

м∙°С
— коэффициент теплообмена, а α = 0,8 — 
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постоянная. Найдите, до какой температуры (в градусах Цельсия) охладится вода, если 

длина трубы радиатора равна 144 м.  

 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ А Г А Б 5 3 -6 34 

 

Практическая работа №27 

Тема 6.1: Равносильность уравнений и неравенств. Общие методы решения 

Цель: Научиться определять равносильность уравнений. 

 

Теоретическая часть: 

Определение. Два уравнения с одной переменной f(х) = g(х) и р(х) = h(х) называют 

равносильными, если множества их корней совпадают. 

Иными словами, два уравнения называют равносильными, если они имеют 

одинаковые корни или если оба уравнения не имеют корней. 

Примеры 

1) Уравнения  равносильны, т.к. каждое из них имеет только 

один корень х=3. 

2) Уравнения  также равносильны, т.к. у них одни 

и те же корни . 

3) А вот уравнения не равносильны, потому что у первого 

уравнения корень х=2, а у второго уравнения два корня х=2 и х=-2. 

Из определения равносильности следует, что два уравнения равносильны, если 

каждый корень первого уравнения является корнем второго уравнения, и наоборот. 

Решение уравнения осуществляется в три этапа. 
Первый этап — технический. На этом этапе осуществляют преобразования по схеме 

(1) → (2) → (3)→ (4) → ... и находят корни последнего (самого простого) уравнения 

указанной цепочки. 

Второй этап — анализ решения. На этом этапе, анализируя проведенные 

преобразования, отвечают на вопрос, все ли они были равносильными. 

Третий этап — проверка. Если анализ, проведенный на втором этапе, показывает, 

что некоторые преобразования могли привести к уравнению-следствию, то обязательна 

проверка всех найденных корней их подстановкой в исходное уравнение. 

Реализация этого плана связана с поисками ответов на четыре вопроса. 
 Как узнать, является ли переход от одного уравнения к другому равносильным 

преобразованием? 

 Какие преобразования могут перевести данное уравнение в уравнение-следствие? 

 Если мы в конечном итоге решили уравнение-следствие, то как сделать проверку 

в случае, когда она сопряжена со значительными вычислительными трудностями? 

 В каких случаях при переходе от одного уравнения к другому может произойти 

потеря корней и как этого не допустить? 

Из курса средней школы мы знаем, что можно сделать следующие преобразования 

уравнений: любой член уравнения можно перенести из одной части в другую, изменив его 

знак на противоположный. 

Обе части уравнения можно умножить или разделить на одной и то же число, не 

равное нулю. 

Если при переходе от одного уравнения к другому потери корней не происходит, то 

второе уравнение называет следствием первого уравнения. Иначе, если все корни первого 
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уравнения являются корнями второго уравнения, то второе уравнения называется 

следствием первого уравнения. 

Из этого определения и определения равносильности уравнений следует, что: 

1. если ва уравнения равносильны, то каждое из них является следствием другого; 

2. если каждое из двух уравнений является следствием другого, то эти уравнения 

равносильны. 

При решении уравнений главное- не потерять корни, а наличие посторонних корней 

можно установить проверкой. Поэтому важно следить за тем, чтобы при преобразовании 

уравнения каждое следующее уравнение было следствием предыдущего. 

Стоит отметить, что посторонние корни могут получиться при умножении обеих 

частей уравнения на выражение, содержащее неизвестное; а вот потеря корней может 

произойти при делении обеих частей уравнения на выражение, содержащее неизвестное. 

Итак, сформулируем основные теоремы, которые используются при решении 

равносильных уравнений: 

Определение. Областью определения уравнения f(х) = g(х) или областью 

допустимых значений переменной (ОДЗ) называют множество тех значений 

переменной х, при которых одновременно имеют смысл выражения f(х) и g(х). 

Теорема 1. Если какой-либо член уравнения перенести из одной части уравнения в 

другую с противоположным знаком, то получится уравнение, равносильное данному. 

Теорема 2. Если обе части уравнения возвести в одну и туже нечетную степень, то 

получится уравнение, равносильное данному. 

Теорема 3. Показательное уравнение  (где а > 0, a≠1) 

равносильно уравнению f(x) = g(х). 

Теорема 4. Если обе части уравнения f(x) = g(х) умножить на одно и то же 

выражение h(х), которое: 

а) имеет смысл всюду в области определения (в области допустимых значений) 

уравнения f(x) = g(х) 

б) нигде в этой области не обращается в 0, то получится уравнение f(x)h(x) = g(x)h(x), 

равносильное данному в его ОДЗ. 

Следствием теоремы 4: если обе части уравнения умножить или разделить на одно 

и то же отличное от нуля число, то получится уравнение, равносильное данному. 

Теорема 5. Если обе части уравнения f(x)=g(х) неотрицательны в ОДЗ уравнения, то 

после возведения обеих его частей в одну и ту же четную степень n получится 

уравнение равносильное данному в его ОДЗ. 

Краткая запись теорем 4, 5. 

4. f(x) = g(x) ⇔h(x)f(x) = h(x)g(x), где h(x) ≠0 

и h(x) имеет смысл в ОДЗ данного уравнения. 

5. f(x) = g(x) ⇔  , где f(x)≥0, g(x)≥0 

и n=2k (чётное число). 

Например, х – 1 = 3; х = 4 

Умножим обе части на (х – 2): 

(х – 2)(х – 1) = 3(х – 2); х = 4 и х = 2 – посторонний корень⇒ проверка! 

Равносильность неравенств с неизвестным определяется аналогично. 

Неравенства, имеющие одно и то же множество решений, называют равносильными. 

Неравенства, не имеющие решений, также являются равносильными. 

 

Решение заданий: 

Пример 1. 

Решим уравнение:  

Возведем в квадрат обе части уравнения, получим: 
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, которое не будет равносильно исходному уравнению, потому что у 

этого уравнения два корня , а у первоначального уравнения только один корень 

х=4. 

Пример 2. 

1. Неравенства  и x-3<0 равносильны, так как имеют одно и то же 

множество решений x<3. 

2. Неравенства  и 2x>x-1 не равносильны, так как решениями первого 

являются числа x<-1 и x>1, а решениями второго- числа x>-1. При решении неравенств 

обычно данное неравенство преобразуется в ему равносильное. 

 

№1. 

 
№2. Найти функцию, обратную к данной: а) у = – 3х + 2; б) у = 2 – х3 

№3. Выяснить равносильны ли уравнения: 

а) 2х² - 9х – 5 = 0 и х(6х – 13) = 14х +15 

б) 5х² + 4х – 1 = 0 и х(2х +11) = - 6 - х² 

№4. Решить уравнение: 

 а)  

б)  

 

Практическая работа №28 

Тема 6.2: Графический метод решения уравнений, неравенств 

Цель: Развить навыки графического решения уравнений и неравенств. 

 

Теоретическая часть: 

Чтобы решить уравнение вида , нужно построить график 

функции  и посмотреть, где он пересекает ось абсцисс. Там и находятся корни. 

Если точек пересечения нет, то уравнение не имеет действительных решений. 

Так, при решении квадратного уравнения  через дискриминант мы получили 

корни , но здесь можно просто построить параболу, и всё понятно без 

комментариев. 

https://mathter.pro/pesochnica/2_3_kvadratnoe_uravnenie.html
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Решением неравенства  являются те промежутки, на которых 

график  выше оси , 

и, наоборот,  – там, где график  ниже оси. 

Таким образом, вместо того, чтобы вымучивать неравенство  методом 

интервалов, просто смотрим на график и ответ готов: . 

Соответственно, решением неравенства  является интервал . 

В случае нестрогих неравенств  к решениям нужно 

добавить пограничные точки:  и  соответственно. 

А если вам не хочется возиться с нахождением опорных точек, «тыкая в них наугад» 

(ведь параболы бывают большие, размашистые), то есть общий случай: 

Чтобы решить уравнение , нужно построить 

графики  и найти их точки пересечения. «Иксовые» координаты этих 

точек и будут решениями. Если графики не пересекаются, то действительных решений нет. 

Таким образом, вместо решения уравнения  с вычерчиванием 

параболы, представим его в виде   и изобразим элементарные графики: 

 
Подчёркиваем ещё раз, что решением являются «иксовые» координаты точек пересечения. 

Решением неравенства  являются те промежутки, на которых 

график  выше графика , и, наоборот:  – там, где 

график  ниже графика . 

Так, решением неравенства  являются промежутки  

– поскольку на них парабола расположена выше прямой. И, наоборот, решением 

неравенства  является промежуток , так как здесь парабола 

расположена ниже прямой. Аналогично для нестрогих неравенств. 

https://mathter.pro/pesochnica/2_6_metod_intervalov.html
https://mathter.pro/pesochnica/2_6_metod_intervalov.html
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Кстати, всем ли понятно, как из общих 

правил  получаются частные правила 

для  и ?  Элементарно. Это тот случай, когда , а эта 

функция задаёт ось . 

Когда удобно использовать графический метод? Прежде всего, в простых случаях. 

Так, при решении неравенства  проще мысленно представить гиперболу, нежели 

использовать метод интервалов. Где гипербола выше оси ? На интервале . 

Неравенству  соответствует левая ветвь, которая лежит под осью, на 

интервале . И ещё этот метод хорош для лучшего понимания математики. 

Иногда графика эффективна в уравнениях «разнородными» функциями. Так, для 

решения уравнения  не существует стандартных аналитических методов, но это 

не беда. Мысленно представляем график  и график синуса , после чего сразу 

понятно, что уравнение имеет единственный корень . 

Кстати, в некоторых задачах нужно просто определить количество корней и / или их 

приблизительное расположение, и на этот вопрос зачастую легко ответит чертёж! 

Разумеется, графики должны быть простыми – это важнейшее условие применения 

графического метода. Ибо строить  для решения   – затея как-то 

не очень. Лучше использовать метод интервалов. 
 

Решение заданий: 

Пример 1. Графически решить уравнение:  

Решение: 

Построим графики функций  (Рис. 1). 

Графиком функции  является парабола, проходящая через точки 

 

График функции  – прямая, построим её по таблице. 

 

0 
 

 

3 0 

 

 

https://mathter.pro/pesochnica/3_3_lineynaya_funkciya.html
https://mathter.pro/pesochnica/3_3_lineynaya_funkciya.html
https://mathter.pro/pesochnica/2_6_metod_intervalov.html
https://mathter.pro/pesochnica/2_6_metod_intervalov.html
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Графики пересекаются в точке  Других точек пересечения нет, т.к. 

функция  монотонно возрастает, функция  монотонно убывает, а, значит, 

их точка пересечения является единственной. 

Ответ:  

Пример 2. Решить неравенство 

a.  

b.  

Решение: 

a. Чтобы выполнялось неравенство, график функции  должен располагаться 

над прямой  (Рис. 1). Это выполняется при  

b. В этом случае, наоборот, парабола  должна находиться под прямой. Это 

выполняется при  

Ответ: 

a.  

b.  

 

Пример 3. Решить неравенство  

Решение: 

Построим графики функций (Рис. 2). 

 

Найдем корень уравнения  При  нет решений. 

При  существует одно решение  . 

Чтобы выполнялось неравенство  гипербола  должна 

располагаться над прямой  Это выполняется при . 

Ответ:  

 

Пример 4. Решить графически неравенство: 

a.  

b.  

Решение. 

Область определения:  
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Построим графики функций  для  (Рис. 3). 

 

a. График функции  должен располагаться под графиком  это 

выполняется при  

b. График функции  расположен над графиком  при  Но т.к. в 

условии имеем нестрогий знак, важно не потерять изолированный корень  

Ответ: 

a.  

b.  

 

Практическая работа №29 

Тема 6.3: Уравнения и неравенства с модулем 

Цель: Научиться решать уравнения и неравенства, содержащие знак модуля. 

 

Теоретическая часть: 
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Объяснение и обоснование 

Решать любое уравнение или неравенство, содержащее знак модуля, можно одним 

из трех основных способов: по определению модуля, исходя из геометрического смысла 

модуля или по общей схеме. Некоторые уравнения или неравенства с модулем могут быть 

также решены с использованием специальных соотношений. 

В зависимости от выбранного способа решения получаем разные записи решения. 

Пример 1. Решите уравнение | 2x – 4 | = 6. 

I способ (по определению модуля) 
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II способ (использование геометрического смысла модуля) 

 
Замечание. При решении уравнения с использованием геометрического смысла 

модуля знак модуля раскрывается неявно, то есть определение модуля в явном виде не 

применяется. 

Общая схема решения уравнений и неравенств, содержащих знак модуля — это 

фактически немного измененный метод интервалов. Поясним содержание этой схемы на 

примере уравнения с двумя модулями вида 

|f (x)| + |g (x)| = a  (a > 0). 

Чтобы решить это уравнение, необходимо раскрыть знаки модулей, а для этого 

необходимо знать, где функции f (x) и g (x) будут положительными, а где — 

отрицательными. То есть фактически мы должны решить неравенства 

f (x) ≥ или ≤0,                              (1) 

g (x) ≥ или ≤0.                             (2) 

Каждое из этих неравенств мы умеем решать методом интервалов. Перестроим 

прием решения неравенств методом интервалов таким образом, чтобы он давал 

возможность одновременно решать каждое из последних неравенств. Как известно, 

решение неравенства (1) методом интервалов начинается с нахождения его ОДЗ (то есть 
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области определения функции f (x)), а решение неравенства (2) — с нахождения его ОДЗ 

(то есть области определения функции g (x)). Чтобы начать одновременно решать оба 

неравенства, необходимо найти общую область определения для функций f (x) и g (x), то 

есть найти ОДЗ данного уравнения (это и есть первый из ориентиров необходимой 

схемы). 

Чтобы продолжить решение неравенств f (x) ≥или≤0 и g (x) ≥или≤ 0 методом 

интервалов, необходимо найти нули функций f (x) и g (x), то есть найти нули всех 

подмодульных функций (это и есть второй ориентир). 

Если далее применить схему метода интервалов одновременно для двух неравенств, 

необходимо на ОДЗ отметить нули подмодульных функций и разбить ОДЗ на 

промежутки (это третий ориентир). 

В каждом из полученных промежутков знаки функций f (x) и g (x) не могут 

измениться. Тогда мы можем найти знаки подмодульных функций на каждом 

промежутке (в любой точке этого промежутка), раскрыть знаки модулей и найти 

решение данного уравнения в каждом из этих промежутков (это и есть четвертый 

ориентир общей схемы).  

Обоснование возможности применения приведенной схемы к решению неравенств 

с модулями проводится аналогично. 
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Решение заданий: 

Решите уравнения и неравенства, содержащие знак модуля (1–15). 

 

 
 

Практическая работа №30 

Тема 6.4: Уравнения и неравенства с параметрами 

Цель: Научиться решать уравнения и неравенства, содержащие параметр. 

 

Теоретическая часть: 

Напомним смысл выражения «решить с параметром» – можно решать уравнения, 

неравенства, системы с параметром. 

Решить задачу, например уравнение  или неравенство  с 

параметром а – означает «перебрать» все значения параметра и для каждого из них указать 

ответ. 

1. Решение уравнений с параметром  

Поясним на простейших примерах. 

Пример 1 – решить уравнение с параметром: 

 

Задача состоит в том, чтобы для каждого значения параметра  решить уравнение 

относительно . 

Пусть , тогда имеем простейшее линейное уравнение: 

 
В общем случае в данном уравнении возможны два варианта решения – когда можно 

делить на коэффициент а и когда нельзя, необходимо перебрать все допустимые значения 

параметра а ( ) 

https://interneturok.ru/lesson/algebra/11-klass/uravneniya-i-neravenstva-sistemy-uravneniy-i-neravenstv/uravneniya-i-neravenstva-s-parametrom-prosteyshie-primery#mediaplayer
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Рассмотрим два случая. При  мы не имеем права разделить единицу на 

коэффициент а, поэтому подставляем значение ноль в заданное уравнение и изучаем его. 

При любых других значениях а имеем право выполнить деление: 

 

Ответ: при  решений нет, при  

Рассмотрим решение простейшего неравенства с параметром. 

2. Решение неравенства с параметром   

Рассмотрим решение простейшего неравенства с параметром. 

Пример 2 – решить неравенство с параметром: 

 
Если а – конкретное число, мы можем легко решить заданное неравенство, 

например: 

 
у нас же есть коэффициент а в общем виде. Рассмотрим три случая: 

 

Ответ: при  решений нет; при  ; при   

Пример 3 – решить уравнение с параметром: 

 
Дробь равна нулю тогда и только тогда, когда числитель ее равен нулю, а 

знаменатель не равен нулю: 

 
Значение параметра может быть любым. Рассмотрим два случая: 

 

При этом получаем в первом случае: х с одной стороны равен пяти, т. к. , а с 

другой стороны не равен пяти, т. к. знаменатель дроби не может быть равен нулю, кроме 

того получаем выражение , а такого выражения не существует. 

Когда , противоречий не возникает 

Ответ: при  решений нет, при  

Пример 4 – решить уравнение с параметром: 

https://interneturok.ru/lesson/algebra/11-klass/uravneniya-i-neravenstva-sistemy-uravneniy-i-neravenstv/uravneniya-i-neravenstva-s-parametrom-prosteyshie-primery#mediaplayer
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Значение а может быть любым, но квадратный корень – это строго неотрицательное 

число. Следовательно, рассматриваем два случая: 

 

Ответ: при  ; при    

3. Решение иррационального уравнения с параметром 

Решим иррациональное неравенство с параметром. 

Пример 5 – решить неравенство с параметром: 

 
Исследуем данное неравенство. 

х стоит под знаком квадратного корня, значит допустимые значения по х  - все 

неотрицательные значения. а может принимать любые значения. рассмотрим три случая. 

Если  меньше нуля и корень существует, то неравенство выполняется. Если , любой 

неотрицательный х удовлетворяет неравенству. Если же  больше нуля, имеем право 

возвести в квадрат: 

 

Ответ: при  ; при   

Рассмотрим решение данного неравенства графическим методом. Для этого сначала 

строим график функции, стоящей в левой части: , область определения данной 

функции . Рассекаем полученную кривую семейством прямых  и находим точки 

пересечения. 

 

По рисунку очевидно, что когда  , кривая находится над прямой при всех 

допустимых х, то есть при всех допустимых х неравенство выполняется. 

Если а положительно, кривая имеет единственную точку пересечения с прямой и 

кривая находится выше прямой правее точки пересечения, абсцисса точки 

пересечения , поэтому решением неравенства является  

Очевидно, что ответ совпадает с ответом при решении аналитическим способом. 

https://interneturok.ru/lesson/algebra/11-klass/uravneniya-i-neravenstva-sistemy-uravneniy-i-neravenstv/uravneniya-i-neravenstva-s-parametrom-prosteyshie-primery#mediaplayer
https://cdn-fs.interneturok.ru/content/konspekt_image/109543/28bbad70_8b06_0131_f92c_12313c0dade2.png
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Пример 6 – решить уравнение с параметром: 

 
Произведение двух множителей равно нулю тогда и только тогда, когда хотя бы один 

из множителей равен нулю, а второй при этом существует. 

Рассматриваем два варианта – либо , но корень при этом должен существовать, 

либо , в таком случае а – любое число: 

 

Ответ: при  ; при  

 

Решение заданий: 
№1. Решить уравнение с параметром: 

а) ; 

б) ; 

в) ; 

г) ; 

№2. Решить неравенство с параметром: 

а) ; 

б) ; 

в) ; 

г) ; 

 

Практическая работа №31 

Тема 6.5: Текстовые задачи профессионального содержания 

Цель: Научиться решать задачи на проценте в профессиональной деятельности. 

 

Теоретическая часть: 

Для решения задач на проценты, смеси, сплавы нам понадобятся: 

1. Определение процента: 1% числа – это его 1/100 часть. 

2. Определение концентрации (массовой доли): концентрация вещества в растворе 

(смеси, сплаве) – это отношение массы (объема) этого вещества к общей массе (объему) 

раствора (смеси, сплава), умноженное на 100%: 

n =
m

M
× 100% =

v

V
× 100%, где 

n- концентрация вещества в растворе (смеси, сплаве), 

m- масса вещества, 

M- масса раствора (смеси, сплава), 

v- объем вещества, 

V- объем раствора (смеси, сплава). 

3. Массовая доля – это отношение массы (объема) вещества к общей массе (объему) 

раствора (смеси, сплава):  

ω =
m

M
=

v

V
 , где 

ω - массовая доля, 
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m- масса вещества, 

M- масса раствора (смеси, сплава), 

v- объем вещества, 

V- объем раствора (смеси, сплава). 

Например, если 10 г соли растворили в 90 г воды, то общая масса раствора 

равна 100 г, а концентрация соли в нем: 

 
4. При смешении растворов (сплавов): масса (объем) смеси равна сумме масс 

(объемов) исходных веществ; масса (объем) растворенного (расплавленного) вещества в 

смеси равна сумме масс (объемов) растворенных (расплавленных) веществ в исходных 

растворах (сплавах). 

Например: если смешивают 20 г 10%-го раствора соли и 30 г 20%-го раствора соли, 

то в результате получают 50 г раствора соли. Чтобы найти концентрацию соли в 

получившемся растворе, найдем массу соли в каждом из растворов: 

1. В первом: 

 
2. Во втором: 20 от 30: 

 
Итого: в первом и втором растворах было 2+6=8 г соли, значит, в итоговом растворе 

соли также будет 8 г. Концентрация соли в итоговом растворе: 

 

Задача 1. Имеется два сплава. Первый сплав содержит  никеля, второй 

– 30% никеля. Из этих двух сплавов получили третий сплав массой 200 кг, 

содержащий 25% никеля. На сколько кг масса первого сплава меньше массы второго? 

Решение: 

1. Анализ условия 

Из двух сплавов получили третий. Масса полученного сплава, соответственно, равна 

сумме масс двух исходных. При этом масса никеля в полученном сплаве также равна сумме 

масс никеля в исходных сплавах (рис. 1). 

 
Рисунок 1 -  Иллюстрация к задаче 1 

2. Составление модели 

 
3. Решение задачи 

Масса сплава 3 нам дана:  кг. Для удобства обозначим массу сплава 1 как  кг, а 

массу сплава 2 как  кг соответственно. И перепишем полученные условия в новых 

обозначениях: 
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Тогда: 

 
Получаем систему из двух линейных уравнений с двумя неизвестными, которую мы 

уже умеем решать: 

 
Решаем ее любым удобным способом: 

 

 

 

 
Т.е. первого сплава взяли 50 кг, а второго – 150 кг. В условии спрашивалось, на 

сколько килограммов меньше взяли первого сплава: 

150-50=100 

Ответ: на 100 кг. 

При этом обратите внимание, что метод решения не поменяется, если мы будем 

смешивать другие металлы, растворы жидкостей и т. д. Важна идея решения таких задач: 

при смешении двух веществ общая масса получившегося вещества равна сумме масс 

исходных веществ. Действительно, в рассмотренной задаче мы составили систему из двух 

уравнений. Первое означало, что сумма масс двух сплавов равна массе общего сплава, а 

второе, что сумма масс никеля в двух сплавах равна массе никеля в общем сплаве. 

 

Решение заданий: 

№1. В  году в городском квартале проживало  человек. В  году 

в результате строительства новых домов число жителей выросло на , а в  году — 

на  по сравнению с  годом. Сколько человек стало проживать в квартале 

в  году? 

По условию, в  году число жителей выросло на , то есть стало 

равно  человек. 

А в  году число жителей выросло на , теперь уже по сравнению 

с  годом. Получаем, что в  году в квартале стало 

проживать  жителей. 

№2. В понедельник акции компании подорожали на некоторое количество 

процентов, а во вторник подешевели на то же самое количество процентов. В результате 

они стали стоить на  дешевле, чем при открытии торгов в понедельник. На сколько 

процентов подорожали акции компании в понедельник? 

На первый взгляд кажется, что в условии ошибка и цена акций вообще не должна 

измениться. Ведь они подорожали и подешевели на одно и то же число процентов! 

Но не будем спешить. Пусть при открытии торгов в понедельник акции стоили  рублей. 
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К вечеру понедельника они подорожали на  и стали стоить . Теперь 

уже эта величина принимается за , и к вечеру вторника акции подешевели 

на  по сравнению этой величиной. Соберем данные в таблицу: 

 

По условию, акции в итоге подешевели на  

Получаем, что 

 
Поделим обе части уравнения на  (ведь он не равен нулю) и применим в левой части 

формулу сокращенного умножения: 

 

По смыслу задачи, величина  положительна. Получаем, что . 

№3. Цена холодильника в магазине ежегодно уменьшается на одно и то же число 

процентов от предыдущей цены. Определите, на сколько процентов каждый год 

уменьшалась цена холодильника, если, выставленный на продажу за  рублей, через 

два года был продан за  рублей. 

Эта задача тоже решается по одной из формул, приведенных в начале статьи. 

Холодильник стоил  рублей. Его цена два раза уменьшилась на , и теперь она 

равна: 

 
№4. Четыре рубашки дешевле куртки на . На сколько процентов пять рубашек 

дороже куртки? 

Пусть стоимость рубашки равна , стоимость куртки . Как всегда, принимаем 

за сто процентов ту величину, с которой сравниваем, то есть цену куртки. Тогда стоимость 

четырех рубашек составляет  от цены куртки, то есть . 

Стоимость одной рубашки — в  раза меньше: 

 
А стоимость пяти рубашек: 
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Получили, что пять рубашек на  дороже куртки. 

Ответ: . 

№5. Семья состоит из мужа, жены и их дочери-студентки. Если бы зарплата мужа 

увеличилась вдвое, общий доход семьи вырос бы на . Если бы стипендия дочери 

уменьшилась втрое, общий доход семьи сократился бы на  Сколько процентов 

от общего дохода семьи составляет зарплата жены? 

Нарисуем таблицу. Ситуации, о которых говорится в задаче («если бы зарплата 

мужа увеличилась, если бы стипендия дочки уменьшилась...») назовем «ситуация » 

и «ситуация ». 
 

муж жена дочь Общий доход 

В реальности 
   

 

Ситуация  
   

 

Ситуация  
  

 

 

Осталось записать систему уравнений: 

 
Но что же мы видим? Два уравнения и три неизвестных! Мы не сможем найти 

,  и  по отдельности. Правда, нам это и не нужно. Лучше возьмем первое уравнение 

и из обеих его частей вычтем сумму . 

Получим:  

Это значит, что зарплата мужа составляет  от общего дохода семьи. 

Во втором уравнении мы тоже вычтем из обеих частей выражение , 

упростим и получим, что 

 

Значит, стипендия дочки составляет  от общего дохода семьи. Тогда зарплата 

жены составляет  общего дохода. 

Ответ:  

№6 Резервуар заполняется на 95 %. Рассчитать, может ли бензовоз объемом 4 куба 

слить топливо в резервуар, если в нем осталось 75% топлива, а объем резервуара 10 кубов.  

Решение: 

1)10 куб : 95% = 0,1куб приходится на1%  

2)0,1куб х 95% = 9,5 куба топлива находится в резервуаре  

3)0,1 куб х 75% = 7,5 куба топлива осталось в резервуаре  

4)9,5куб -7,5куб = 2 куба можно долить в резервуар 

Ответ: 4 куба слить нельзя. 

№7. Плотность электролита полностью заряженной АКБ – 1,27 г/см3. При 

очередном ТО-2 показания амперметра – 1,22 г/см3. На сколько процентов разрядилась 

батарея и допускается ли ее эксплуатация в зимнее время? 
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Практическая работа №32 

Тема 6.5: Текстовые задачи профессионального содержания 

Цель: Научиться решать задачи на движение в профессиональной деятельности. 

 

Теоретическая часть: 

Следующий тип задач, которые мы рассмотрим, – задачи на движение. При этом 

пока мы остановимся на задачах, где нет движения по воде (реке, озеру и т. д.). Для решения 

задач на движение нам понадобится: определение скорости при равномерном движении: 

v = 
S

t
, где 

v-скорость, 

t-время,  

S-расстояние. 

из которого можно получить еще две формулы для нахождения пути и времени при 

равномерном движении: 

S = vt, где 

v-скорость, 

t-время,  

S-расстояние. 

t =
S

v
, где 

v-скорость, 

t-время,  

S-расстояние. 

Задача 2. Два велосипедиста одновременно отправились в 240-километровый 

пробег. Первый ехал со скоростью, на 1 км/ч большей, чем скорость второго, и прибыл к 

финишу на 1 час раньше второго. Найти скорость велосипедиста, пришедшего к финишу 

первым. Ответ дайте в км/ч. 

Решение 

1. Анализ условия 

Расстояние, которое проехали велосипедисты: S. 

Скорость первого: v1, скорость второго: v2. 

Время движения первого: t1. 

Время движения второго: t2. 

2. Составление модели 

Время движения первого велосипедиста: 

 
Время движения второго велосипедиста: 

 
Скорость первого велосипедиста на 1 км/ч больше скорости второго: 

 
Время движения первого велосипедиста на 1 час меньше времени движения второго 

велосипедиста: 

 
Подставив первые три условия в четвертое, получаем уравнение: 

 
3. Решение задачи 

Нам дано расстояние: s=240км. Найти необходимо скорость велосипедиста, 

пришедшего к финишу первым: v1
км

ч
. Для удобства обозначим: 
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Получаем дробно-рациональное уравнение, которое мы уже умеем решать – 

переносим все слагаемые в одну сторону и приводим дроби к общему знаменателю: 

 

 

 

 
Приравниваем числитель дроби к 0 (при этом x≠0;1 , т. к. знаменатель не равен 0): 

 

 
Скорость не может быть отрицательной, поэтому ответ в данной задаче – скорость 

первого велосипедиста 16 км/ч. 

Ответ: 16 км/ч. 

 

Решение заданийй: 

№1 Необходимо рассчитать количество топлива на рейс (Трасса «Курск-Москва», 

расход автомобиля марки «Ман» 10 л/100км.), если расстояние от Курска до Москвы – 830 

км.  

Решение: 

Минимальное количество топлива, которое следует залить в бензобак 

830:100×10=83л. 

№2 Для машины, движущейся со скоростью 30 м/с, тормозной путь определяется 

формулой s(t) =30t—16t2, где s(t) – путь в метрах, t – время торможения в секундах. В 

течении какого времени осуществляется торможение до полной остановки машины? Какое 

расстояние пройдет машина с начала торможения до полной ее остановки? 

№3. Определить минимально безопасное расстояние до автомобиля, если ширина 

проезжей части, на которой он представляет опасность – 8 м, скорость автомобиля 60 км/ч 

(17 м/сек), скорость пешехода – 1 м/сек.  

№4. Определить безопасный интервал между движущимися в одном направлении 

автомобилями ЗИЛ и КамАЗ. Скорость автомобиля ЗИЛ – 60 км/ч, скорость автомобиля 

КамАЗ – 90 км/ч.  

 

Практическая работа №33 

Тема 6.5: Текстовые задачи профессионального содержания 

Цель: Научиться решать задачи на совместную работу в профессиональной 

деятельности. 

 

Теоретическая часть: 

Рассмотрим примеры текстовых задач на совместную работу. 

Задача 3. Заказ на 110 деталей первый рабочий выполняет на 1 час быстрее, чем 

второй. Сколько деталей в час делает второй рабочий, если известно, что первый за час 

делает на  деталь больше? 
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Решение 

1. Анализ условия. 

Количество деталей: s. 

Скорость работы первого рабочего: v1. Время его работы: t1. 

Скорость работы второго рабочего: v2.Время его работы: t2. 

2. Составление модели 

Время работы первого рабочего: t1=
S

v1
 

Время работы второго рабочего: t2=
S

v2
 

При этом по условию, первый выполняет работу на 1 ч быстрее второго: t1=t2-1 

По условию скорость первого рабочего, который изготавливает на 1 деталь в час 

больше: v1=v2+1 

Подставляем первое и третье условие во второе. Получаем уравнение: 

 
3. Решение задачи 

Получили дробно-рациональное уравнение, которое мы уже умеем решать. 

Переносим все слагаемые в одну сторону, затем приводим дроби к общему знаменателю: 

 

 

 
Приравниваем числитель к 0 (при этом v2≠-1,0, т. к. знаменатель не равен 0). 

 

 
Т. к. рабочий не может изготавливать отрицательное количество деталей в час, то 

получаем, что второй рабочий изготавливает деталей в час. 

Ответ: второй рабочий изготавливает 10 деталей в час. 

 

Решение заданий: 

№1. Компания «Бетон-партнер» доставляет бетон для строительства объектов 

Курскому заводу КПД– миксерами вместительностью по 5 и 10 кубов. За один час 

строители могут принять не более 10 КАМАЗов, при этом не более 8 КАМАЗов по 5 кубов 

и не более 6 КАМАЗов по 10 кубов. Сколько КАМАЗов по 5 и 10 кубов нужно отправлять 

на строительную площадку за 1 час, чтобы перевозить наибольшее количество бетона?  

Всего за один час перевозится 5x +10y кубов бетона. Задача свелась к нахождению 

наибольшего значения линейной функции: S(x ; y) = 5x + 10y. В ходе решения получим:4 

КАМАЗа по 5 кубов и 6 КАМАЗов по 10 кубов бетона. 

№2. При подводке газа к дому используют трубы размером 3 и 5 метров, нужно 

проложить 40м. Сколько труб разного размера нужно использовать, чтобы было 

наименьшее количество сварочных швов?  

Решение. Обозначим х –число 3-х метровых труб, у –число 5-ти метровых труб. 

Решаем уравнение 3х +5у = 40 в целых числах, выразив, например, переменную у через 

переменную х. 

№3. Двое рабочих, работая вместе, могут выполнить производственное задание за 

20 дней. За сколько дней может выполнить задание каждый из них, работая самостоятельно, 

если одному из них для этого надо на 9 дней больше, чем другому? 
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Решение: 

Примем все задание за единицу. Пусть II рабочий, работая самостоятельно, может 

выполнить все задание за x дней, тогда I — за x+9 дней. 

 Время 

работы 

Производительность 

труда 

Объем 

работы 

I рабочий x+9 
 

1 

II рабочий x 
 

1 

 Вместе за 1 день рабочие выполняют 

   

задания. За 20 дней вместе они выполнят все задание. Составим уравнение: 

   

   

   

   

   

   

   

   

Второй корень не подходит по смыслу задачи (так как время не может быть 

отрицательным числом). Значит, II рабочий, работая самостоятельно, может выполнить всю 

работу за 36 дней, а I — за 36+9=45 дней. 

Ответ: за 45 дней и 36 дней. 

И еще одна задача на совместную работу. 

№4. Один насос может наполнить бассейн на 24 часа быстрее, чем другой. Через 8 

часов после того, как был включен второй насос, включили первый, и через 20 часов 

совместной работы оказалось, что заполнено 2/3 бассейна. За сколько часов может 

наполнить бассейн каждый насос, работая самостоятельно? 

Решение: 

Примем весь бассейн за 1. Пусть I насос, работая самостоятельно, может наполнить 

весь бассейн за x часов, тогда II — за x+24 часа. 

 Время 

работы 

Производительность 

труда 

Объем 

работы 

I насос x 
 

1 

II насос x+24 
 

1 

Известно, что II насос был включен 8+20=28 часов, а I — 20 часов, и за это время 

они наполнили 2/3 бассейна. Составим и решим уравнение: 

   

Обе части уравнения делим почленно на 2 и переносим все слагаемые в левую часть: 
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Второй корень — посторонний. Значит, I насос может наполнить бассейн 

самостоятельно за 60 часов, а II — за 60+24=84 часа. 

Ответ: за 60 часов и 84 часа. 

 

Практическая работа №34 

Тема 6.6: Контрольная работа по разделу 6 «Уравнения и неравенства» 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 6 «Уравнения и 

неравенства» 

 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных:  

1. (1 балл) Какое из чисел является корнем уравнения log2(х + 1) = 1  

А) –1; Б) 2; В) 1; Г) 0.  

2. (1 балл) Какие из уравнений имеют более одного корня?  

А) х2-6х+5=0; Б) 3х+2=9; В) (х-4)(х+3)(х-8)=0; Г) 2х-7=0.  

3. (1 балл) Определите вид уравнения √−32 − х = 2 

А) линейное; Б) квадратное; В) иррациональное; Г) рациональное.  

4. (1 балл) Определите наименьшее целое решение неравенства 5х+2<1?  

А) -3; Б) 0; В) 3; Г) -4.  

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) Найдите корень уравнения │х-3│= 2  

6. (2 балла) Решите систему уравнений {
𝑥 − 𝑦 = 8,

2𝑥−3𝑦 = 16.
  

7. (2 балла) Решите неравенство 
2𝑥2−5𝑥

𝑥−3
≤ 𝑥 

8. (2 балла) Решите уравнение (2х − 3)√3х2 − 5х − 2 = 0 

 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ В В В А 1; 5 (10; 2) (-∞; 0]; [2; 3) -1; 6 
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Практическая работа №35 

Тема 7.2: Понятие о производной функции 

Цель: Определить сущность понятия производная, научиться вычислять 

производную, используя пределы. 

 

Теоретическая часть: 

Производная - главнейшее понятие математического анализа. Она характеризует 

изменение функции аргумента x в некоторой точке. При этом и сама производная является 

функцией от аргумента x 

Производной функции в точке называется предел (если он существует и 

конечен) отношения приращения функции к приращению аргумента при условии, что 

последнее стремится к нулю. 

То есть, 

    

Наиболее употребительны следующие обозначения производной: 

    

Алгоритм нахождения производной 

Для того чтобы найти  нужно: 

1) Задать приращение  – это приращение аргумента и вычислить 

соответствующее приращение функции  или . 

2) Найти разностное соотношение  , упростить его и сократить на  . 

3) Если отношение   при  стремится к какому-то числу, то это число 

будет . 

 

Решение заданий: 

Пример 1. Пользуясь определением производной, найти производную функции 

. 

Решение. Из определения производной вытекает следующая схема её вычисления. 

Дадим аргументу приращение (дельта) и найдём приращение функции: 

. 

Найдём отношение приращения функции к приращению аргумента: 

 

https://interneturok.ru/lesson/algebra/10-klass/proizvodnaya/opredelenie-proizvodnoy-eyo-fizicheskiy-i-geometricheskiy-smysl-algoritm-nahozhdeniya-proizvodnoy#mediaplayer
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Вычислим предел этого отношения при условии, что приращение аргумента 

стремится к нулю, то есть требуемую в условии задачи производную: 

 
Пример 2. Найти производную функции 

 
Решение. Из определения производной вытекает следующая схема для её 

вычисления. 

Шаг 1. Дадим аргументу приращение и найдём 

 
Шаг 2. Найдём приращение функции: 

 
Шаг 3. Найдём отношение приращения функции к приращению аргумента: 

 

Шаг 4. Вычислим предел этого отношения при , то есть производную: 

 

Пример 3. Найти производную функции и значение этой производной 

при . 

Решение. Воспользуемся схемой, приведённой в примере 1. 

Шаг 1. 

 
Шаг 2. 

 
Шаг 3. 

 
Шаг 4. 
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Выражение под знаком предела не определено при (неопределённость вида 

0/0), поэтому преобразуем его, избавившись от иррациональности в числителе и затем 

сократив дробь: 

 

Найдём значение производной при : 

 
 

Практическая работа №36 

Тема 7.3: Формулы и правила дифференцирования 

Цель: Научиться вычислять производную функции, используя формулы и правила 

дифференцирования. 

 

Теоретическая часть: 

Формулы дифференцирования 

 
При вычислении производной используются следующие правила 

дифференцирования. Правило дифференцирования суммы двух функций. 
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Производная суммы равна сумме производных: (f(x) + g(x))' = f '(x) + g'(x). 

Подробно это свойство производной формулируется так: Если каждая из 

функции f(x) и g(x) имеет производную, то их сумма также имеет производную и 

справедлива формула. 

Производная суммы нескольких функции равна сумме производных этих функции: 

(f(x) +…+ g(x))' = f '(x) +…+ g'(x). 

Производная разности равна разности производных: (f(x) - g(x))' = f '(x) - g'(x). 

А теперь рассмотрим пример применения данного правила дифференцирования. 

Рассмотрим второе правило дифференцирования: 

Постоянный множитель можно вынести за знак производной: 

(cf(x))'=cf ' (x) 

Переходим к третьему правилу дифференцирования. Производная произведения 

равна произведению первого множителя на второй плюс первый множитель, умноженный 

на производную второго. (f(x)·g(x)) '=f' (x)·g(x)+f(x)·g' (x) 

Четвертое правило дифференцирования: производная частного равна 

производной числителя умноженного на знаменатель минус числитель умноженный на 

производную знаменателя и все это деленное на квадрат знаменателя. 

 
 

Решение заданий: 

Пример 1. 

Найдем производную функции:  

Решение: 

производная суммы равна сумме производных. Найдем производную каждого 

слагаемого 

 

 
Ответ:  

Пример 2. 
Найти производную функции f(x)=8x3+3x2-x. 

Решение: 

f(x)=8x3+3x2-x 

f’(x)=(8x3)’+(3x2)’-x’ 

Рассмотрим каждый член многочлена по отдельности 

(8x3) '=8(x3) '=8·3x2=24x2 

(3x2) '=3(x2) '=3·x=6x 

(-x) '=-(x) = -1 

f' (x)=(8x3) '+(3x2) '-x'=24x2+6x-1. 

Ответ: f' (x)=24x2+6x-1. 

Пример 3. 
Найти производную функции f(x)=(3x-4)(4-5x). 

Решение: 

Воспользуемся формулой производной произведения: 

f' (x)=(3х-4) ' (4-5х) + (3х-4)(4-5х) '=3(4-5х)-5(3х-4)=12-15х-15х+20= 32 

Ответ: f' (x)=32 

Пример 4. 

Найти производную функции  

Решение: 

Воспользуемся формулой производной частного: 
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Ответ:  

 

Практическая работа №37 

Тема 7.6: Физический и геометрический смысл производной 

Цель: Определить физический и геометрический смысл производной, научиться 

решать задачи на применение физического и геометрического смысла. 

 

Теоретическая часть: 

Геометрический смысл производной 

 

 

 
Физический смысл производной 
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Решение заданий: 

 

 

№1. Найдите угловой коэффициент касательной, проведенной к графику функции 

f(x) = 14х - х2 + 5 в точке с абсциссой х0 = 3. 

 

№2. Найдите тангенс угла наклона касательной к графику функцииf(x) = + 12х -3 в 

точке с абсциссой х0 = 2. 

 

№3. При движении тела по прямой расстояние S (в метраx) от начальной точки 

изменяется по закону S(t) = - 4t2 + 15t + 2 (t - время движения в секундах). Найти скорость 

(м/с) тела через 3 секунды после начала движения. 

 

№ 4. Выполнить задания 

вариант № 1 вариант № 2 

1. Найдите угловой коэффициент 

касательной, проведенной к графику 

функции f(x) = 5х3 - 3х2 - 7 в точке с 

абсциссой х0 = - 1. 

1. Найдите угловой коэффициент 

касательной, проведенной к графику 

функции f(x) = 2х4 +3х2 -5 в точке с 

абсциссой х0 = -2. 

2. Найдите тангенс угла наклона 

касательной к графику функции f(x) = 4 

- sin x точке с абсциссой х0 = 6π. 

2. Найдите тангенс угла наклона 

касательной к графику функции f(x) = 10 

- cos x в точке с абсциссой х0 = . 

3. При движении тела по прямой 

расстояние S (в метраx) от начальной 

точки изменяется по закону S(t) = t2 - 3t + 

1 (t - время движения в секундах). Найти 

скорость (м/с) тела через 6 секунд после 

начала движения. 

3. При движении тела по прямой 

расстояние S (в метраx) от начальной 

точки изменяется по закону S(t) =t2 + 15t + 

2 (t - время движения в секундах). Найти 

скорость (м/с) тела через 8 секунд после 

начала движения. 

№5. Найдите абсциссу точки графика функции у = х2 + 7х - 9, в которой касательная, 

проведенная к этому графику, параллельна прямой у = -5х. 

№6. Точка движется по координатной прямой согласно закону х(t) = 1,5t2 + 7t -11, 

где х(t) - координата точки в момент времени t. В какой момент времени скорость точки 

будет равна 13? 

№7. Выбрать верный ответ: 

Вариант № 1 

1. Точка движется прямолинейно по закону S(t) = t3 - 2t2 Выберите, какой из 

формул задается скорость движения этой точки в момент времени t. 

1) 3t2 - 2 2) t2 -4t 3) - 4) 3t2 -4t 

2. Найдите тангенс угла наклона касательной к графику функции у = х(х - 2) в 

точке с абсциссой х0 =4. 

1) 8 2) 6 3) 4 4) 0 

3. При прямолинейном движении тела путь S(t) (в метрах) изменяется по 

закону S(t) = 5t3 - 15t2 +12. В какой момент времени ускорение тела будет равно нулю? 
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1) 1c 2) 0c 3) 2c 4) 0,5c 

4. Под каким углом к положительному направлению оси абсцисс наклонена 

касательная, проведенная в любой точке кривой у = -2х5 - х3 - 4х +1000? 

1) острым 2) тупым 

3) прямым 4) параллельна оси Ох 

Вариант №2 

1. Точка движется прямолинейно по закону S(t) = t5 - 2t2 Выберите, какой из 

формул задается скорость движения этой точки в момент времени t. 

1) 5t - 2 2) t4 -t 3) - 4) 5t4 -4t 

2. Найдите тангенс угла наклона касательной к графику функции у = х(х + 3) в 

точке с абсциссой х0 = 2. 

1) 1 2) 5 3) 7 4) 10 

3. При прямолинейном движении тела путь S(t) (в метрах) изменяется по 

закону S(t) = 2t3 - 6t2 +12. В какой момент времени ускорение тела будет равно нулю? 

1) 1c 2) 0c 3) 2c 4) 0,5c 

4. Под каким углом к положительному направлению оси абсцисс наклонена 

касательная, проведенная в любой точке кривой у =2х5 + х3 + 4х +1000? 

1) острым 2) тупым 

3) прямым 4) параллельна оси Ох 

 

Практическая работа №38 

Тема 7.7: Уравнение касательной к графику функции 

Цель: Научиться составлять уравнение касательной к графику функции и применять 

формулу для приближенных вычислений значений выражений. 

 

Теоретическая часть: 

Вспомним геометрический смысл производной: если к графику 

функции  в точке  проведена касательная, то коэффициент наклона 

касательной (равный тангенсу угла между касательной и положительным направлением 

оси ) равен производной функции в точке . 

  

Возьмем на касательной произвольную точку  с координатами : 
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И рассмотрим прямоугольный треугольник : 

 

В этом треугольнике  

Отсюда  

Или 

 

Это и есть уравнение касательной, проведенной к графику функции  в 

точке . 

 Алгоритм построения касательной 
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Решение заданий: 

№1. Выполнить задание 

 

№2. Составьте уравнение касательной к графику функции  в точке с 

абсциссой  = 3. 

№3. Составьте уравнение касательной к графику функции  в точке с 

абсциссой  = 4. 

№4.Запишите уравнение касательной к графику функции f(x) = sin x -3x + 2 в точке 

х = 0. 

№5.Написать уравнение касательной к графику функции f(x) = х  + 2х + 3 в точке 

х = 2. 

№6.Написать уравнение касательной к графику функции f(x) = х +4х – 6х в точке 

х = -2. 
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№7. Найдите абсциссу точки графика функции  в которой 

проведённая к нему касательная образует с положительным направлением оси абсцисс угол 

30°. 

№8. Найдите абсциссу точки графика функции  в которой 

проведённая к нему касательная образует с положительным направлением оси абсцисс угол 

60°. 

№9. Найдите уравнение касательной к графику функции  если эта 

касательная параллельна прямой  . 

№10. Найдите уравнение касательной к графику функции  если эта 

касательная параллельна прямой  . 

№11.Найдите точки графика функции f(x)=х - 4х , в которых касательная к нему 

параллельна оси абсцисс. 

 

Практическая работа №39 

Тема 7.8: Монотонность функции. Точки экстремума 

Цель: Научиться исследовать функции на монотонность и экстремумы. 

 

Теоретическая часть: 

Определение «Монотонные функции» 

Монотонно возрастающая функция – это функция, у которой большему значению 

аргумента соответствует большее значение функции. 

Монотонно убывающая функция – это функция, у которой большему значению 

аргумента соответствует меньшее значение функции. 

Связь производной и промежутков монотонности функции 

Если , то знак приращения  и знак производной в точке  совпадает со 

знаком . То есть если производная  в этой точке больше нуля, то  и 

понятно, что функция в окрестности этой точки будет возрастать. А если производная 

меньше нуля, значит,  и понятно, что в окрестности этой точки функция будет 

убывать. 

Далее, производная в точке  есть тангенс угла наклона касательной. Касательная 

описывается линейной функцией. В окрестности точки  кривая и линейная функция 

почти совпадают. Если угол наклона острый, тангенс будет положительным, угловой 

коэффициент – величина положительная, и линейная функция возрастает, а значит, в 

окрестности этой точки и сама функция возрастает: 

 
И наоборот, если линейная функция убывает, угол тупой, тангенс – величина 

отрицательная, значит, линейная функция убывает, а с ней убывает функция . 

 

 

Угол наклона касательной в точке  
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Так события развиваются в окрестностях точки . Эти события подчиняются 

геометрическому смыслу производной (ее физическому смыслу, 

соотношению ). 

 Исследование промежутков монотонности функции с помощью производной 

Рассмотрим функцию и ее поведение на всей ОДЗ. Предположим, что это график 

исследуемой функции. 

 

График функции  

Есть точка . Касательная наклонена под острым углом  . Значит, в 

точке  функция возрастает. 

 

Угол наклона касательной в точке  

В точке  касательная параллельна оси , значит точка  – точка экстремума. Об 

этом мы поговорим отдельно. 

 

  – точка экстремума 

В точке  угол  наклона касательной будет тупым, тангенс будет величиной 

отрицательной, значит, производная отрицательная и функция здесь убывает. 

 

Угол наклона касательной в точке  
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И, наконец, в точке  производная равно нулю и дальше функция возрастает. 

 

Угол наклона касательной в точке  – точке экстремума 

Выясняется, что функция возрастает на интервалах, где производная больше нуля: 

 
Если же значение производной отрицательное, то функция убывает: 

 
Вся ОДЗ состоит из отдельных точек, значит, надо выделить те интервалы, на 

которых производная меньше нуля, на которых производная больше нуля, и они определят 

те участки ОДЗ, на которых функция либо возрастает, либо убывает. Этот же вывод мы 

получим, рассматривая соотношение . На тех областях, на которых 

производная  меньше нуля,  функция убывает. Соответственно, на тех 

областях ОДЗ, где производная  больше нуля,  функция возрастает. 

Теперь мы готовы написать, где убывает, а где возрастает данная нам функция: 

 при  

 

Промежутки возрастания функции  

Теперь выясним, где данная функция убывает: 

 при  

  

Промежутки убывания функции  

Тонкий момент: включать ли значения в точках ? 
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 не включаем, потому что в них производная равна нулю, а мы рассматриваем 

тот случай, когда производная меньше нуля. Но функция убывает, когда  принадлежит 

отрезку . 

При этом эти точки включены также в интервалы, когда функция возрастает. 

Приходим к важному выводу: интервалы знакопостоянства  являются 

интервалами монотонности . 

Цель урока: научиться находить промежутки возрастания и убывания функции с 

помощью производной. Выясняется, что надо найти производную, выделить ее интервалы 

знакопостоянства и тем самым мы узнаем, где эта функция монотонно убывает и где она 

монотонно возрастает. 

Далее нас интересуют точки экстремумов функции. Мы рассмотрели случаи, когда 

производная меньше нуля, когда она больше нуля, также важный случай, когда 

производная равна нулю. 

Вспомним, что такое точка максимума и точка минимума функции. 

 

Точки экстремумов функции  

Рассмотрим рисунок. Точка  – точка максимума функции (max), если существует 

окрестность точки , для которой , то есть если значение функции в этой 

точке больше, чем значение функции в любой точке ее окрестности. 

Аналогичное определение для точки минимума. Точка  – точка минимума 

функции (min), если существует окрестность точки , для которой , то есть 

если значение функции в этой точке меньше, чем значение функции в любой точке ее 

окрестности. 

При поиске наибольшего и наименьшего значения функции на всей ОДЗ, то есть ее 

глобальных экстремумов, следует понимать, что они могут не совпадать с ее локальными 

экстремумами, точками, где производная меняет знак. 

 Пример локального и глобального экстремума 

Рассмотрим функцию . 

Здесь точка  – точка локального максимума. Функция здесь равна нулю. 

Точка  – точка глобального максимума, в них функция равняется 24. 

 

График функции  
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На данном уроке, когда говорится об экстремумах, подразумеваются локальные 

экстремумы. 

Как узнать, где точка максимума, а где точка минимума, подскажет производная. 

Вернемся к точке . На рисунке наглядно показано, что до этой точки функция возрастает, 

производная , а после этой точки функция убывает, производная . А 

значение производной в точке : . Мы получили достаточный признак 

максимума: производная равна нулю и при этом знак производной меняется с плюса на 

минус при переходе аргумента через точку . 

Рассмотрим точку . Производная в этой точке . Но является ли данная 

точка точкой экстремума? Производная слева от этой точки отрицательна, касательная 

наклонена под тупым углом. Производная справа положительная, значит, производная 

меняет знак с минуса на плюс при переходе через точку , значит, точка  – точка 

минимума. 

Итак, мы рассмотрели точку минимума и точку максимума и достаточный признак 

точки минимума и точки максимума. 

Как узнать, является ли точка точкой минимума или точкой максимума? Нужно 

взять производную и приравнять ее к нулю. Тогда мы найдем точки ,  и т. д. Это 

внутренние точки области определения, в которых производная равна нулю. 

Критическая точка функции – это внутренняя точка области определения, в которой 

производная равна нулю или не существует. То есть точки  и  – критические точки. 

 – т. max. 

 – т. min. 

Но так происходит не всегда. 

 Точка перегиба 

Рассмотрим следующую функцию: 

  

Иллюстрация точки перегиба 

Производная в точке  равна нулю: , касательная параллельна оси . 

Является ли она точкой экстремума? Нет. Почему? Потому что до точки  производная 

положительна, функция возрастает: 

  

Возрастание функции до точки перегиба 

После этой точки производная также положительна: 
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Возрастание функции после точки перегиба 

Функция возрастает и слева, и справа от точки, значит,  не является точкой 

экстремума. 

 Лемма Ферма 

Если функция  имеет производную и в точке  имеет экстремум, то значение 

производной в этой точке равно 0. 

Это необходимый мощный признак, из него мы выясняем, какие точки нам нужны 

для исследования. Все остальные отметаем. 

Еще раз подчеркнем, что нам иллюстрирует данный рисунок: равенство нулю – это 

лишь необходимый признак экстремума, но не достаточный. 

 Точка перегиба, локальный характер точек экстремума 

Рассмотрим в качестве примера функцию, график которой изображен на рисунке. 

 
График функции с несколькими локальными экстремумами 

– точкаминимума,  – точкамаксимума, – такжеточкаминимума. 

– точкаминимума, значит, существует некая окрестность, где значение функции 

является наименьшим, но существует также вторая точка минимума. 

 таким образом, глобально, наименьшим значением функции на всей 

ОДЗ является значение функции в точке . 

 – точкамаксимума, но наибольшего значения данной функции не существует, 

потому что есть точки, в которых значение функции значительно больше, чем в точке . 

Таким образом, данным рисунком мы подчеркиваем локальный характер точек 

экстремума. Можем записать: 

 

То есть значение функции в точке  меньше либо равно значению функции в любой 

другой точке ОДЗ. 

 Алгоритм 

Мы знаем, как по знаку производной найти интервалы монотонного возрастания или 

убывания функции, знаем, каким образом определить точки максимума и точки минимума 

функции. Пусть теперь есть задача исследовать функцию на экстремумы и на монотонность 

с помощью производной. 
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Алгоритм таков: 

1. Найти . 

2. Выделить интервалы знакопостоянства . Они определят интервалы 

монотонности . 

3. Найти критические точки (внутренние точки ОДЗ, в которых  или не 

существует). 

4. Выделить из критических точек и концов отрезка точки экстремума и исследовать 

их. 

 Задача 

Найти интервалы монотонности и точки экстремума функции  с помощью 

. 

Найдем производную: 

  

Приравниваем ее к нулю и находим единственное решение: 

 

 

 

 – единственная критическая точка. 

На рисунке в нижней части изображен график производной. 

 

Графики функций  и  

На интервале левее производная отрицательна, функция убывает. 

  

Левый интервал производной Левый интервал функции 

  

На интервале правее производная положительна , функция возрастает. 
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Правый интервал производной Правый интервал функции 

  

Ответ: 

1.  при  

2.  

3.   – т. min.  

Итак, мы решили задачу, исследовали функцию с помощью производной, но мы 

знали свойства этой функции, знали, где она возрастает, где убывает, и знали точку 

экстремума. 

Видим, что результаты, которые получены с помощью производной, совпадают с 

результатами, найденными ранее. 

Задача. 

Найти экстремумы функции y = x3·(x – 1). 

Решение. 

Экстремумы функции - это её максимумы и минимумы. Прежде чем находить 

экстремальные значения функции, нужно найти значения аргумента, в которых они 

достигаются, т.е. точки экстремумов. 

В точке экстремума производная функции равна нулю. 

Находим производную: 

1) по правилу дифференцирования произведения: 

y' = (x3)'·(x – 1) + x3·(x – 1)'; 

2) по таблице производных: 

(x3)' = 3x2, 

(x – 1)' = 1 – 0; 

3) преобразуем: 

y' = 3x2·(x – 1) + x3·(1 – 0) = 3x3 – 3x2 + x3 = 4x3 – 3x2. 

Приравниваем производную к нулю и решаем уравнение относительно x: 

4x3 – 3x2 = 0; 

x2·(4x – 3) = 0. 

Здесь корни легко определяются разложением на множители - произведение равно нулю, 

если хотя бы один из сомножителей равен нулю. 

x1 = 0 и x2 = 3/4 = 0,75. 

На числовой прямой отмечаем найденные значения аргумента x. В этих точках 

производная функции равна нулю. Между ними (на интервалах) она сохраняет знак "+" 

или "–". Чтобы определить положительна или отрицательна производная функции на 

конкретном интервале, подставляем в формулу для производной произвольное значение 

из этого интервала. 

y' = 4x3 – 3x2; 

y' (–1) = 4(–1)3 – 3(–1)2 = – 4 – 3 < 0; 

y' (0,5) = 4·(0,5)3 – 3·(0,5)2 = 0,5 – 0,75 < 0; 

y' (1) = 4·13 – 3·12 = 4 – 3 > 0. 
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Таким образом, точки, в которых производная равняется нулю, разбили числовую 

прямую на три интервала. В первом и втором из них производная отрицательна, в третьем 

положительна. Отмечаем это на числовой прямой. 

Функция возрастает на интервале, если её производная на этом интервале 

положительна, и убывает, если производная отрицательна. Отметим это стрелочками с 

соответствующим наклоном, соотнося их со знаками производной. 

Получили следующую схему: 

 
По схеме видно, что в точке x1 = 0 экстремума нет, функция убывает и правее, и 

левее этой точки. В точке x2 = 0,75 функция меняет характер монотонности с убывания на 

возрастание, значит эта точка является точкой минимума. 

Определяем минимальное значение функции: 

y = x3·(x – 1); 

y(0,75) = (0,75)3·(0,75 – 1) = –0,10546875 ≈ –0,11. 

Ответ: ymin ≈ –0,11. 

  

Решение задание: 

№1. Найти экстремумы функции . 

№2. Найти экстремумы функции  

№3. Найти экстремумы функции . 

№4. Найти экстремумы функции . 

№5. Найти экстремумы функции . 

№6. Найти экстремумы функции . 

№7. Найти промежутки возрастания и убывания функции . 

 

№8. Найти промежутки возрастания и убывания функции  

№9. Найти промежутки возрастания и убывания функции  

№10. Исследовать на монотонность и экстремумы следующие функции: 

1)  

2)  

3)  

4)  
 

 

Практическая работа №40 

Тема 7.9: Исследование функций и построение их графиков 

Цель: Научиться исследовать функции и строить их графики. 
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Теоретическая часть: 

Исследование функций занимает немало времени при решении контрольных, 

домашних заданий и чтобы научиться быстро решать нужна инструкция объясняющая 

порядок действий и для чего это нужно. Такая инструкция разработана математиками и 

обобщена на все типы функций уже давно, а мы ее называем – общая схема исследования 

функции. 

Чтобы исследовать функцию  и построить ее график необходимо: 

1) найти область определения функции, то есть множество всех точек для которых 

существует значение функции; 

2) найти (если они существуют) точки пересечения графика с координатными 

осями. Для этого нужно в уравнение  подставить аргумент  а также 

решить уравнение  для отыскания точек пересечения с осью ; 

3) исследовать функцию на периодичность, четность и нечетность. В некоторых 

случаях это можно сделать визуально по самому виду функции, если нет, то провести 

проверку: 

1.  – функция четная; 

2.  – функция нечетная; 

3.  – функция периодическая, – период функци. 

Таким образом, если имеем парную функцию  то достаточно построить 

ее для положительных значений , после чего отразить ее симметрично 

относительно оси абсцисс на другую часть. В случае нечетной функции график будет 

симметричен относительно начала координат. Например, если имеет нечетную функцию 

график которой принадлежит первой четверти вторую половину получим поворотом 

первой четверти на 180 градусов (третья четверть). 

Периодическими являются преимущественно функции составленные из простых 

тригонометрических и некоторые параметрически заданные функции. 

4) найти точки разрыва и исследовать их (такими точками являются края 

интервалов определения функции); 

5) найти интервалы монотонности, точки экстремумов и значения функции в этих 

точках; 

6) найти интервалы выпуклости, вмятины и точки перегиба; 

7) найти асимптоты кривой; 

8) построить график функции. 

Большинство из этих пунктов было рассмотрено на практике в предыдущих 

статьях, поэтому подробно расписывать мы их не будем. Также не переживайте, если 

найдете план в литературе или интернете, который содержит более или менее пунктов. 

Помните, что цель их всех - помочь при построении графика функции. Перейдем к 

практической части и исследуем по схеме функцию. 

----------------------------------------- 

Пример. 

Исследовать функцию и построить ее график  
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Решение: 

1) Функция определена по всюду кроме точки в которой знаменатель превращается 

в ноль ( ). Область определения состоит из двух интервалов 

 

2) При подстановке значения  получим 

 

Такую же точку получим если приравняем функцию к нулю. Точка - 

единственная точка пересечения с осями координат. 

3) Проверяем функцию на четность 

 

 
Итак функция ни четная, ни нечетная, непериодическая. 

4) В данном случае имеем одну точку разрыва . Вычислим границы слева и 

справа от этой точки 

 

 

Итак  – точка разрыва второго рода. 

5) Для отыскания интервалов монотонности вычисляем первую производную 

функции 

 
Приравнивая ее к нулю получим точки подозрительные на 

экстремум . Они разбивают область определения на следующие интервалы 

монотонности 

 
Исследуем поведение производной слева и справа от найденных точек разбиения 
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Графически интервалы монотонности будут иметь вид 

 

Исследуемая функция возрастает на интервалах  и 

убывает . 

Точка  – точка локального максимума,  – локального минимума. 

Найдем значение функции 

 
6) Для отыскания интервалов выпуклости найдем вторую производную 

 
Таких интервалов нет, поскольку вторая производная не принимает нулевых 

значений в области определения. 

7) Точка  – вертикальная асимптота функции. Уравнение наклонной 

асимптоты имеет вид 

 

где  - границы которые вычисляются по правилу 

 

 
Находим нужные границы 
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Конечный вид прямой следующий 

 
8) На основе проведенного анализа выполняем построение графика функции. Для 

этого сначала строим вертикальные и наклонные асимптоты, затем находим значение 

функции в нескольких точках и по них проводим построение. 

 
 

Решение заданий: 

1.Исследуйте функцию и постройте её график: у = х2 (х – 2)(х + 2). 

2. Исследуйте функцию и постройте её график: у = х4 – 2х3 – 1. 

3. Исследуйте функцию и постройте её график: у = (х2 + 1)-1. 

4. Исследуйте функцию и постройте её график: у = 0,125(х3 – 12х). 

5. Исследуйте функцию и постройте её график: у = (х2 + 4х – 3)2. 

6. Исследуйте функцию и постройте её график: у = sin (2х + 3). 

7. Исследуйте функцию и постройте её график: у = 3х2  + 5х – 2. 

8. Исследуйте функцию и постройте её график: у = х + х-1. 

9. Исследуйте функцию и постройте её график: у = 8х2  - 2х + 1. 

10. Исследуйте функцию и постройте её график: у = 2х3  - 6х + 3. 

11. Исследуйте функцию и постройте её график: у = - 0,5х5 + х + 4. 

12. Исследуйте функцию и постройте её график: у = х-1  - 1,25. 

13. Исследуйте функцию и постройте её график: у = (2х + 1)(3 – х)-1. 

14. Исследуйте функцию и постройте её график: у = 4 + х-1. 

15. Исследуйте функцию и постройте её график: у = 3(1 – 2х)-1. 

16. Исследуйте функцию и постройте её график: у = 2х(х2 + 1)-1. 

 

Практическая работа №41 

Тема 7.10: Наибольшее и наименьшее значения функции 

Цель: Научиться находить наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке. 

 

Теоретическая часть: 
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Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции на отрезке. 
1. Если функция непрерывна на отрезке, то она достигает на нем своего 

наибольшего и своего наименьшего значения. 

2. Наибольшего и наименьшего значений непрерывная функция может достигать 

как на концах отрезка, так и внутри него. 

3. Если наибольшее (наименьшее) значение функции достигается внутри отрезка, то 

только в стационарной или критической точке. 

Алгоритм нахождения наибольшего и наименьшего значений функции y = f(x) на 

отрезке [a; b]: 

1. Найти область определения функции D(f). 

2. Найти производную f‘ (x). 

3. Найти стационарные и критические точки функции, принадлежащие интервалу 

(a; b). 

4. Найти f(a), f(b) и значения функции в стационарных точках, принадлежащих 

интервалу (а; b). 

5. Среди полученных значений выбрать наибольшее и наименьшее. 

Примеры и разбор решения заданий тренировочного модуля 
№1.Найти наибольшее и наименьшее значения функции f (x) = 2x3 – 9x2 + 12x – 2 на 

отрезке [0; 3] 

Решение. Действуем в соответствии с алгоритмом. 

1) D(f) = (-∞; +∞). 

2) f  (x) = 6x2 – 18x + 12 

3) Стационарные точки: х = 1; х = 2. 

 
4) f(0) = -2 

f(3) = 7 

f(1) = 3 

f(2) = 2 

5) fнаим.=f(0) = -2 

fнаиб.=f(3) = 7. 

Ответ: fнаим= -2 

fнаиб.= 7. 

№2.Найдите два положительных числа, сумма которых равна 16, а произведение 

наибольшее. 

Решение. 

Пусть первое число равно х,  

Тогда второе число -  

Следовательно,  

Произведение этих чисел равно х(16 – х). 

Составим функцию: 

f(x) = x(16 – x) 

 
x = 8 – единственная стационарная точка на интервале (0; 16), она является точкой 

максимума. 

Следовательно, в этой точке функция F(x) = x(16 – x) принимает наибольшее 

значение. 

Следовательно, два положительных числа, сумма которых равна 16, а произведение 

наибольшее, это 8 и 8. 

Ответ: 8 и 8 

 

Решение заданий: 
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№ 1. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  на 

отрезке [-1, 2]. 

№ 2. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  на 

отрезке [-3, 3]. 

№ 3. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  на 

отрезке [0, 4]. 

№ 4. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  на отрезке [-

1, 3]. 

№ 5. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  на отрезке 

. 

№ 6. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  на 

отрезке . 

№ 7. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  на 

отрезке . 

№ 8. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  на 

отрезке [1, e]. 

№9. Найти наименьшее и наибольшее значения функции  на отрезке 

. 

 

Практическая работа №42 

Тема 7.11: Нахождение оптимального результата с помощью производной 

Цель: Научиться находить оптимальный результат в производственных процессах с 

помощью производной. 

 

Теоретическая часть: 

Каждый человек время от времени оказывается в ситуации, когда надо отыскать 

наилучший способ решения какой-либо задачи, и математика становится средством 

решения проблем организации производства, поисков оптимальных решений. Важным 

условием повышения эффективности производства и улучшения качества продукции 

является широкое внедрение математических методов в технику. Среди задач математики 

большую роль отводят задачам на экстремумы, т. е. задачам на отыскание наибольшего и 

наименьшего значения, наилучшего, наиболее выгодного, наиболее экономного. С такими 

задачами приходиться иметь дело представителям самых разных специальностей: 

инженеры-технологи стараются так организовать производство, чтобы получилось как 

можно больше продукции, конструкторы хотят так спланировать прибор на космическом 

корабле, чтобы масса прибора была наименьшей, экономисты стараются спланировать 

прикрепление заводов к источникам сырья так, чтобы транспортные расходы оказывались 

минимальными. Можно сказать, что задачи на отыскание наименьшего и наибольшего 

значения, имеют большое практическое применение. 

Задача на изготовление бака наибольшего объема 
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Представьте себе, что вам поступил заказ: Из квадратного листа железа необходимо 

изготовить бак в форме прямоугольного параллелепипеда с наибольшим объемом. Давайте 

практическим путем определим, какие параметры должен иметь этот бак? 

На каждый стол (2 студента) выдан бумажный квадрат со стороной 24х24 см и 

различной разметкой (вырезка по краям квадратов со сторонами 1х1, 2х2, 3х3, 4х4х, 5х5, 

6х6, 7х7, 8х8, 9х9, 10х10, 11х11см). Необходимо склеить «бак» и подсчитать его объем 

эмпирическим путем. Ответ фиксируется на доске и выбирается наибольший объем. 

Итак, наибольший объем имеет бак высотой 4 см и основанием 16х16 см. Для того, 

чтобы прийти к этому результату, нам пришлось практическим путем выполнить 

построение 12 «баков». В жизни это – непозволительная роскошь. Т.е. необходимо 

проблему решить другим путем.  Для этого мы применим знания и 

принцип математического моделирования 

Задачи на оптимизацию решают, используя принцип математического 

моделирования, который состоит из трех этапов: 

1. Составление математической модели 

2. Работа с составленной моделью 

3. Ответ на вопрос задачи 

Используя принцип математического моделирования, решим задачу на изготовление 

бака наибольшего объема. 

1 этап: Составление математической модели: 

1) Проанализировав условия задачи, выделим оптимизируемую величину, т.е. 

величину, наибольшее или наименьшее значение которой необходимо найти. В данном 

случае это объем бака, обозначим его V 

2) Одну из участвующих в задаче величин обозначить за независимую переменную 

х. Постараться выразить через эту переменную остальные величины. В нашей задаче 

логично за независимую переменную х принять высоту бака, тогда основание бака – 

квадрат со стороной (24-2х). Определим реальные границы переменной х. Логично, что 

высота бака –положительная величина, меньшая 12. 

3) Исходя из условия задач, выразим V через х: 

V(х)=(24-2x)2x,  0<х<12. Математическая модель построена 

2 этап. Работа с составленной моделью 

Найдем наибольшее значение функции V(x) на интервале (0;12) 

V(x)=576x-96x2+4x3 

Находим производную и стационарные точки 

V'(x)=576-192x+12x2,    576-192x+12x2=0, х1=12,х2=4. 

Только одна точка х=4 принадлежит интервалу (0;12), причем при 0<х<4 V'(x)>0, а 

при 4<х<12  V'(x)<0, т.е. х=4 точка максимума, а значит, в этой точке функция V(x) 

принимает наибольшее значение. 

3 этап. Ответ на вопрос задачи. 

Х – это высота бака, т.е. высота равна 4, стороны основания бака – 16. 

Итак, бак с наибольшим объемом имеет параметры: 16х16х4. 

Задача 2. 

Дан бак без крышки в форме прямоугольного параллелепипеда, в основании 

которого лежит квадрат и объем которого равен 108 дм3. При каких размерах бака на его 

изготовление пойдет наименьшее количество материала? 

 

1. Составляем математическую модель 

Вопрос Ответ 

Что является 

оптимизируемой величиной? 

Площадь деталей, из 

которых сварен бак 

Сколько таких деталей? Одно основание и 4 боковых 

грани 
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Что представляет собой дно 

бака? 

квадрат 

Его площадь? х2, приняв сторону основания 

за х 

Что представляют собой 

боковые грани? 

4 равных прямоугольника 

Их площадь? 4хh, где h – высота бака 

Сколько неизвестных 

величин, от которых зависит 

оптимизируемая величина? 

можно ли свести к одной? 

Сторона основания бака и 

высота 

Выразим высоту h через х V=hx2      108=hx2       h=108/x2 

Выразим площадь через х S(x)=x2+4x 

Каковы параметры х? 0<х<108 

Итак, математическая модель 

задачи 

S(x)=x2+4x 0<х<108 

 

2. Работа с математической моделью. Найти наименьшее значение функции S(x) на 

интервале (0;108) по алгоритму 

Вопрос Ответ 

Найти стационарные точки S'(x)=2x-4 

2x-4 =0 

2x3=432 

x3=216         x=6 

Стационарная точка является 

точкой экстремума? (точкой 

максимума или минимума) 

Да, х=6 точка минимума 

Наименьшее значение функции 

S(x) достигается в точке 

минимума? 

Да, т.к. на интервале 

(0;108)  функция 

непрерывна 

  

3. Ответ на вопрос задачи. 

Вопрос Ответ 

В данной задаче какой смысл 

имеет найденная величина х? 
Сторона основания бака 

Какие еще параметры имеет 

бак? 
Высота 

Каково ее значение? H=3 

Ответ на вопрос задачи 

Наименьшее количество 

материала на изготовление 

бака при ширине основания 

6 дм и высоте 3 дм 

  

Решение заданий: 

№1. Сварщику поступил заказ выполнить ограждение участка площадью 2400м2, 

разбив его на два участка прямоугольной формы так, чтобы длина ограждения была 

наименьшей. Найти размеры участков. 

№2. Требуется сварить ящик с крышкой объёмом 576 дм³, стороны основания ящика 

должны относиться как 1:2. Какой должна быть величина его сторон, чтобы полная 

поверхность была наименьшей? 
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 №3. Участок прямоугольной формы одной стороной прилегает к зданию. У 

сварщика есть 20 метров изгороди. Надо огородить участок так, чтобы площадь его была 

наибольшая 

№4. Требуется изготовить открытый жестяной короб в форме прямоугольного 

параллелепипеда с квадратным основанием, с наименьшим объемом, если на его 

изготовление можно потратить жести 300см2 

 

Практическая работа №43 

Тема 7.11: Нахождение оптимального результата с помощью производной 

Цель: Научиться находить оптимальный результат в практических задачах с 

помощью производной. 

 

Теоретическая часть: 

Прежде чем решать какую - либо жизненную задачу, человек старается взвесить 

имеющуюся у него информацию, выбрать из нее существенную. И только потом, когда 

станет более или менее ясно, из чего исходить и на какой результат рассчитывать, он 

приступает к решению задачи. Часто описанный процесс называют  условием  задачи, 

фактически же это замена исходной жизненной задачи ее моделью. В осмыслении 

простейшей жизненной ситуации присутствует модельный подход, хотя человек обычно не 

замечает своей деятельности по созданию моделей - настолько она для него естественна. 

Иное дело, если возникающая задача затрагивает ключевые моменты жизни одного 

человека или какого - либо сообщества людей. Разнообразие информационных аспектов в 

каждой такой задаче настолько велико, что бывает сложно из всего многообразия 

информации об изучаемом явлении или объекте выбрать наиболее существенные. В таких 

случаях необходимо сделать упрощающее предположение, чтобы выделить  исходные 

данные,  определить, что будет служить результатом и какова связь между исходными 

данными и результатом. Все это - предположения, исходные данные, результаты, связи 

между ними - их называют моделью задачи.   

Если построенная модель дает удовлетворительные результаты при решении 

жизненных задач, то говорят, что модель адекватна рассматриваемому объекту, процессу 

или явлению. Нередко для решения модельной задачи требуется некоторый 

инструментарий. Этот инструментарий обычно организуется в виде единого объекта, 

называемого исполнителем. Чтобы исполнитель мог получить ответ, ему нужны указания, 

что и как делать. Такие указания часто представляются в виде алгоритма, в котором 

задаются математические соотношения, связывающие исходные данные и результат.   

В этом случае говорят о построении математической модели  задачи. 

Рассмотрим примеры использования математических моделей в оптимизационных 

практических задачах, решение которых требует нахождение производной функции. 

Задача 1.  Расстояние между двумя шахтами   А и В по шоссейной дороге 60 км.  На 

шахте A   добывается   200  т   руды  в  сутки,  на  шахте   В - 100 т  в сутки.  Где нужно  

построить  завод  по  переработке  руды,  чтобы  для  ее перевозки  количество  тонно-

километров  было  наименьшим?  

Решение. Выясняем, что суммарное количество тонно-километров изменяется в 

зависимости от места нахождения завода, вычислив его, например, для случаев, когда завод 

находится от пункта А на расстоянии  30 км,  20 км, 10 км.  

Далее приступаем к решению задачи, обозначив расстояние от завода С  до шахты  

А  через х: АС = x и ВС = 60 – x.  

Количество тонно-километров, пройденных  транспортом  от   А   до  С  за каждый 

день, составляет   200 x  т/км,  от  В до С - 100 (60 - x)  т/км.  Суммарное   количество    тонно-

километров выразится функцией у = 200х + 100 (60 - x) = 100х + 6000, которая    определена   

на  сегменте   [0; 60].  
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Ясно, что   это уравнение   может   иметь    бесконечно    много    решений. Вопрос  -  

найти дешевый   вариант   перевозок.  

Исследуя функцию   у = 100х + 6000   на сегменте  [0; 60],   получим  ymin = 6000. Эта 

линейная функция будет иметь    минимальное    значение при    x = 0, ymin = 6000 т/км. 

Завод надо строить возле шахты   А.  

Для лучшего понимания этой задачи целесообразно дополнительно выяснить 

вопрос, где нужно бы построить завод, если бы: 

а) в шахте  А  добывалось 100 т,  а  в  шахте   В - 200 т  руды;    

б) в шахте  А - 200 т,   а  в  шахте    В - 190 т; 

в) в шахте  А  и  шахте   В -  по  200 т  руды; 

Чтобы решить этот вопрос, нужно найти на сегменте [0; 60]  минимум функции:              

а) у = 100х + 200(60 - x) = - 100х + 12000;              

б) у = 200х + 190(60 - x) = 10х + 11400;               

в) у = 200х + 200(60 - x) = 12000. 

Ответ: Из всего этого можно сделать такой вывод: если в шахте A  добывается руды 

больше, чем в шахте  В, то завод надо строить возле шахты А;  если  же количество руды  в 

этих шахтах одинаковое, то завод можно строить в любом месте   вблизи    шоссейной   

дороги   между   шахтами    А и  В. 

Задача 2.   На  колхозной  ферме  нужно провести  водопровод  длиной   167 м.  

Имеются трубы  длиной  5 м   и  7 м. Сколько  нужно  использовать  тех и других  труб,  

чтобы  сделать  наименьшее  количество  соединений  трубы  не резать)?  

Решение.   Учитывая, что количество как одних, так и других труб  может 

изменяться,    

количество   7 - метровых  труб  обозначим   через   x,     

количество   5  -  метровых –  через   у,    

тогда    7х   -  длина    7 - метровых  труб,    

5у  -   длина    5 - метровых  труб.    

Получаем    уравнение  7х + 5у  = 167. Так  как   x, у Є Z,  то  методом   перебора  

легко  найти   соответствующие   пары значений   x  и  у,  которые    удовлетворяют      

уравнение   7х + 5у = 167.  

(1; 32),   (6; 25),  (11; 18),  (16; 11),   (21; 4).  

Ответ:  Из   этих  решений  наиболее   выгодное   последнее,    т.е.     x = 21, у = 4. 

 

Решение заданий: 

№1. Требуется огородить прямоугольный участок земли, используя в качестве одной 

из сторон забора часть стены дома.  Участок должен иметь определенную площадь. Как 

следует выбрать соотношение между длинами его сторон, чтобы на постройку забора 

пошло наименьшее количество материала?  

Ответ:  Сторона  забора,   параллельная  стене дома, должна быть в два раза длиннее 

боковой стороны. 

№2. Требуется   огородить сеткой   длиной   600  м зону отдыха прямоугольной 

формы, прилегающую к реке. Определите, каковы должны быть длина и ширина участка, 

чтобы он имел наибольшую площадь.   

Ответ: наибольшая площадь участка,  если ширина150 м, длина 300 м. 

  № 3. Определить размеры открытого бассейна объемом 256 м3, имеющего  дно в 

виде  квадрата, так чтобы на облицовку его стен и дна было израсходовано наименьшее 

количество материала.  

Ответ: 8 м. 8 м, 4 м.  

№ 4.  Прилегающую к дому прямоугольную площадку нужно оградить решеткой 

длиной  120  м.  Определить  размеры  площадки,  так  чтобы она  имела  наибольшую  

площадь.  

Ответ: 30 м, 60 м. 
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Практическая работа №44 

Тема 7.11: Нахождение оптимального результата с помощью производной 

Цель: Научиться находить оптимальный результат в экономических задачах с 

помощью производной. 

 

Теоретическая часть: 

Дифференциальное исчисление - широко применяемый для экономического анализа 

математический аппарат. Базовой задачей  экономического анализа является изучение 

связей экономических величин, записываемых в виде функций. В каком направлении  

изменится доход государства при увеличении налогов или при введении импортных 

пошлин? Увеличится или уменьшится выручка фирмы при повышении цены на ее 

продукцию? В какой пропорции дополнительное оборудование может заменить 

выбывающих работников? Для решения подобных задач должны быть построены функции 

связи входящих в них переменных, которые затем изучаются с  помощью методов 

дифференциального исчисления. В экономике очень часто требуется найти наилучшее, или  

оптимальное значение того или иного показателя: наивысшую   производительность труда, 

максимальную прибыль, максимальный выпуск,  минимальные издержки и т.д. Каждый 

показатель представляет   собой функцию одного или нескольких аргументов. Например,   

выпуск можно рассматривать как функцию затрат труда и капитала  (как это делается в 

производственных функциях). Таким образом, нахождение оптимального значения 

показателя сводится к   нахождению экстремума (максимума или минимума) функции 

одной или нескольких переменных. Подобные задачи порождают класс   экстремальных 

задач в экономике, решение которых требует   использования методов дифференциального 

исчисления. Если   экономический показатель y нужно максимизировать или 

минимизировать  как функцию другого показателя x (например, задача на максимум  

прибыли как функции объема выпуска), то в оптимальной точке  (т.е. в точке максимума) 

отношение приращения функции у к приращению  аргумента x должно стремиться к нулю, 

когда приращение   аргумента стремится к нулю. Иначе, если такое отношение приращений 

стремится к  некоторой положительной или отрицательной величине,   рассматриваемая 

точка не является оптимальной, поскольку увеличив  или уменьшив аргумент х, можно 

изменить величину у  нужным образом. 

В терминах дифференциального исчисления это   означает, что необходимым 

условием экстремума функции y = f(x) является равенство нулю ее производной.  В 

экономике часто приходится решать задачи на экстремум   функций нескольких 

переменных, поскольку экономические   показатели обычно зависят от многих факторов. 

Такие задачи хорошо   изучены теорией функций нескольких переменных, использующей 

методы дифференциального исчисления. 

Задача 1. Молодой предприниматель Михайлов Юрий в свете экономического 

кризиса решил выкупить нерентабельное провинциальное перерабатывающее предприятие 

и пригласил экономиста Гульдерова Германа помочь с расчетами по оптимизации расходов. 

Одна из задач поставленных перед Германом была следующая: найти, при каких условиях 

расход жести на изготовление консервных банок цилиндрической формы заданной емкости 

будет наименьшим. 

Решение. 

Вспомним 3 этапа математического моделирования, применяемые при решении 

задач на оптимизацию (показ на экране): 

 1 этап. Составление математической модели. 

 2 этап. Работа с составленной моделью. 

 3 этап. Ответ на вопрос задачи. 

1 этап. Составление математической модели. 
Составление модели облегчается тем, что известна форма банки и оговорено, что она 

должна быть заданной емкости. Это существенно для составления модели. Существенным 
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является также требование, чтобы расход жести на изготовление банки был минимальным. 

Это требование означает, что площадь полной поверхности банки, имеющей форму 

цилиндра, должна быть наименьшей; существенны и размеры банки. Несущественны для 

составления математической модели конкретное (численное) значение емкости банки и вид 

консервов (мясных, овощных), для которых банка предназначена. 

Обозначив емкость банки через V см³, сформулируем задачу: Определить размеры 

цилиндра с объемом V см³ так, что бы площадь его полной поверхности была наименьшей. 

Для решения задачи обозначим радиус основания цилиндра через х, а высоту его 

через h (все измерения в сантиметрах). Тогда объем цилиндра 
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3 этап. Ответ на вопрос задачи. 
Наименьший расход жести на изготовление консервных банок цилиндрической 

формы заданной емкости будет достигнут при условии, что диаметр основания и высота 

банки равны между собой. 

 

Задача 2. Цементный завод производит Х т цемента в день. По договору он должен 

ежедневно поставлять строительной фирме не менее 20 т цемента. Производственные 

мощности завода таковы, что выпуск цемента не может превышать 90 т цемента в день. 

Определить, при каком объеме производства удельные затраты будут наибольшими 

(наименьшими), если функция затрат имеет вид: 

K = –x3 + 98x2 + 200x, 

а удельные затраты составят: 

K/x = –x2 + 98x + 200 . 

Решение: Найдем наибольшее и наименьшее значение функции y = –x2 + 98x + 200 

на промежутке [20; 90]. 

Выведем x = 49 – критическая точка функции. Найдем значение функции на концах 

и в критической точке: f(20) = 1760; f(49) = 2601; f(90) = 320. 

Итак, при выпуске 49 т цемента в день удельные издержки максимальны (т.е 

экономически это не выгодно), а при выпуске 90 т в день удельные издержки минимальны, 

значит заводу можно работать на предельной мощности и ещё более усовершенствовать 

свои технологии, поскольку дальше начнет действовать закон убывающей доходности и без 

нововведений выпуск продукции не может быть увеличен. 

 

Задача 3. Выбрать оптимальный объем производства N фирмой, функция прибыли 

которой может быть смоделирована зависимостью: F(q) = q2 - 8q + 10. 

Решение: Оптимальный объём производства есть производная от функции прибыли, 

т.е. N= F(q) 

F'(q) = R'(q) - C'(q) = 2q - 8 = 0 → qextr = 4 

При q qextr = 4 → F'(q) 

При q qextr = 4 → F'(q) 0 и прибыль возрастает 

При q = 4 прибыль принимает минимальное значение. 

 

Решение задач: 

№1. Прибыль фирмы задана зависимостью : F(q) = 5q2 - 5q + 12. Найти оптимальный 

объём производства N фирмы. 

№2. Прибыль фирмы задана зависимостью : F(q) =4 q2 - 4q + 12. Найти оптимальный 

объём производства N фирмы. 

№3. Пусть функция спрoca имеет вид QD = 100 – 20p, пocтоянные издержки TFC 

(total fixed costs) cocтавляют 50 денежных единиц, а переменные издержки TVC (total 

variable costs) на производство единицы продукции – 2 денежныe единицы. Найти объём 

выпуска, максимизирующий прибыль монополиста. 
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Практическая работа №45 

Тема 7.12: Контрольная работа по разделу 7 «Производная функции, ее применение» 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 7 «Производная 

функции, ее применение» 
 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных.  

1. (1 балл) Чему равна производная функции у=cos2х?  

А) у´= – sin2х; Б) у´= - 2 sin2х; В) у´= -2cos х sin х; Г) у´=2cos х.  

2. (1 балл) По какой из формул вычисляется производная произведения?  

А) (u+v)´=u´+v´; Б) (uv)´=u´v+uv´; В) (
𝑢

𝑣
) ´ =

𝑢´𝑣−𝑢𝑣´

𝑣2  ; Г)(f(g(х))´=f´(g(х))*g´(х).  

3. (1 балл) Решите уравнение f´(х)=0, если f(х)=3х2 – 6х +4. Выберите ответ.  

А) 1; Б) -1; В) 4; Г) -4.  

4. (1 балл) На рисунке изображен график производной функции f(x), определенной 

на интервале (−10; 8). Найдите количество точек максимума функции f(x) на отрезке [−9;6]. 

 
А) 5; Б) 4; В) 2; Г) 3. 

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) Материальная точка движется прямолинейно по закону x(t) = -t4 + 6t3 – 

4t2 + 5t – 5 (где x — расстояние от точки отсчета в метрах, t — время в секундах, измеренное 

с начала движения). Найдите ее скорость (в м/с) в момент времени t = 3 с. 

6. (2 балла) На рисунке изображён график функции y = f(x) и касательная к нему в 

точке с абсциссой x0. Найдите значение производной функции f(x) в точке x0. 

 

7. (2 балла) Решите неравенство: 
(х−2)(х+3) 

(х−8)
>  0 

8. (2 балла) Исследовать функцию f(х) = х3 – 3х и построить её график. 

 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ В Б А В 8 1,25 (-3;2); (8;+∞) - 
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Практическая работа №46 

Тема 8.1: Первообразная функция. Правила нахождения первообразных 

Цель: Научить находить первообразные 

Теоретическая часть: 

Понятие первообразной 

Легко догадаться, что термин “первообразная” происходит от двух 

слов: первый и образ. Первым образом у автомобиля была повозка, а у пюре — картофель. 

Вернемся к математике. 

Давайте быстро вспомним, что нахождение производной 

или дифференцирование — это совершение математической операции над функцией. То 

есть, следуя определенным правилам, любая функция может быть преобразована в новую 

функцию, которая и будет производной.   

В обычной жизни, совершая несколько действий, мы можем преобразовать муку в 

тесто, а затем и в пирожки. Но разобрать готовый пирожок на муку у нас уже не получится. 

Зато в математике всегда можно вернуться на шаг назад: сложили два числа — вычтем 

обратно, возвели в степень — извлечем корень.  

Похожим образом мы можем поступить с функцией.  

Возьмем любую функцию, например, f(x) = x2 и найдем для нее производную f'(x) = 

2x — получилась новая функция. Теперь для того, чтобы вернуться на шаг назад, нам нужно 

найти первообразную от новой функции (f'(x) = 2x). 

Первообразной для функции f(x) называется такая функция F(x), для которой 

выполняется равенство: F'(x) = f(x).  

То есть, если взять производную от первообразной какой-либо функции, получится 

сама эта функция. Процесс нахождения множества первообразных 

называется интегрированием. 

F'(x) = f(x) 
Для нахождения первообразных существует специальная таблица. В ней приведены 

первообразные для каждой функции. А чтобы убедиться в этом, можно найти производную 

от первообразной и сравнить с функцией. Они будут одинаковые. 

Таблица первообразных 

Таблица первообразных: 

Функция f(x) Первообразная F(x) 

0 C = const 

1 x + C 

 

 

 

 

cos x sin x + C 

sin x -cos x + C 

  

 Где С — произвольное число 

 

Решение заданий: 

№1.Материальная точка движется прямолинейно со скоростью v(t)=8t–4. Найдите 

закон движения точки, если в момент времени t=2c пройденный путь составил 4 м. 

Решение: 

Воспользуемся определением первообразной, т.к. S(t)=v0t+at2/2 

S’(t) = v(t). 

Найдем все первообразные S(t)= -4t+4t2 +c. 

Подставим t=2c и пройденный путь S=4 м. 
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4= -8+16+с 

С= -4. 

Следовательно, закон движения будет выглядеть следующим образом: 

s(t)=4t2–4t–4 

Ответ: s(t)=4t2–4t–4 

№2. По графику первообразной функции y = F(x) определите количество точек, в 

которых функция y = f(x) равна нулю. 

 
Решение: 

Так как F'(x) = f(x) -по определению первообразной, то точки, в которых функция 

f(x) (производная функции F(x)) – это точки экстремума функции F(x). А таких точек на 

графике 4. 

Ответ: 4. 

№3. По графику первообразной функции y = F(x) определите числовые промежутки, 

на которых функция y = f(x) имеет отрицательный знак. 

 
Решение: 

Так как F’(x) = f(x)- по определению первообразной, то числовые промежутки, на 

которых функция f(x) (производная функции F(x)) имеет отрицательный знак – это 

промежутки убывания функции F(x). Таких промежутков на данном графике 2. Это (-2; 1) 

и (2; 5). 

Ответ: (-2; 1); (2; 5). 

№4. Докажите, что функция y = F(x) является первообразной для функции y = f(x). 

 
Решение: 

Доказательство. 

F'(x)=(х2-е2х+2)'=2х-2е2х 
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По определению первообразной, F'(x)=f(x), следовательно, F'(x) и есть 

первообразная для функции f(x) 

№5. Для функции f(x) = х 2 найти первообразную, график которой проходит через 

точку (-3; 10). 

Решение: 

Найдем все первообразные функции f(x) :  

Найдем число С, такое, чтобы график функции f(x) = х 2    проходил через точку (-3; 

10). Подставим х = – 3, y = 10, получим: 

10 = (-3)3/3 +с 

С=19 

Следовательно,   

Ответ:  

 

Практическая работа №47 

Тема 8.2: Площадь криволинейной трапеции. Формула Ньютона-Лейбница 

Цель: Научить решать интегралы, используя формулу Ньютона-Лейбница 

Теоретическая часть 

Формула Ньютона-Лейбница 

Пусть функция f (x) непрерывна на замкнутом интервале [a, 

b]. Если F (x) - первообразная функции f (x) на[a, b], то 

 

    Решение заданий: 

Пример 1 

Вычислить интеграл . 

 

Решение. 

Применяя формулу Ньютона-Лейбница, получаем 

       

   Пример 2 

Вычислить интеграл . 

 

Решение. 
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   Пример 3 

Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми  и . 

 

Решение. 

Сначала определим точки пересечения двух кривых (рисунок 3). 

       

Таким образом, данные кривые пересекаются в точках (0,0) и (1,1). Следовательно, 

площадь фигуры равна 

 

 

 

 

Рис.3  Рис.4 
 

   Пример 4 

Найти площадь фигуры, ограниченную графиками функций  и . 

Решение. 

Найдем координаты точек пересечения кривых (рисунок 4). 

       

Данная область ограничивается сверху параболой , а снизу - прямой 

линией . Следовательно, площадь этой области равна 
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Применение определённого интеграла: 

1. Нахождение площади криволинейной трапеции 

 
2. Нахождение величины скорости v по заданному закону ускорения a(t) за 

промежуток времени [t1;t2], т.е  

Пример: Точка движется по закону ускорения a(t)=t+1. Найти величину ее 

скорости за промежуток времени [2;4] секунд. 

Решение:  

3. Нахождение пути S по закону изменения скорости v(t)  за промежуток 

времени [t1;t2], т.е.  
Пример: Найти путь, который проделала материальная точка за 

промежуток  времени  [2;4], двигаясь со скоростью, которая изменялась по закону: 

v(t)=2t+2. 

Решение:  
 

Практическая работа №48 

Тема 8.3: Неопределенный и определенный интегралы 

Цель: Научить вычислять интегралы 

Теоретическая часть 

Первообразная 

Определение. Непрерывная функция F(x) называется первообразной функции 

f(x), если на промежутке X, если для каждого . 
Операция нахождения первообразной функции f(x), называется интегрированием. 

Неопределенный интеграл 
Неопределённый интеграл-это совокупность всех первообразных функции f(x). В 

общем случае, нахождение неопределённого интеграла выглядит следующим образом: 

,  

где f(x)-подынтегральная функция, F(x)-первообразная функция функции f(x), dx-

дифференциал,  C-константа интегрирования. Неопределённый интеграл представляет 

собой, как бы, «пучок» первообразных, из-за наличия постоянной интегрирования. 
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Дифференциал-произвольное, бесконечно малое приращение переменной 

величины. 

Свойства неопределённого интеграла 

 
Таблица основных неопределённых интегралов 

В виде 

, 

 где f(x)-подынтегральная функция, F(x)-первообразная функция функции f(x), 

dx-дифференциал,  C-константа интегрирования.  

 
  

Определённый интеграл 
Определенный интеграл- Приращение одной из первообразных функции f(x) на 

отрезке [a;b].  

Общий вид определённого интеграла:  

где  f(x)–подынтегральная функция, a и b-пределы интегрирования, dx-

дифференциал 

Свойства определённого интеграла: см. св-ва определённого интеграла. 

 Определённый интеграл вычисляется по формуле Ньютона – Лейбница:

 
 

Решение заданий: 

Вычислите интегралы: 

№1 

 dx

x

dx

dxx











2

1

4

0

2

1

1

3

21.3

cos
.2

.1


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№2 

 dxx

x

dx

dxx











2

1

4

0

2

1

1

5

24.3

sin
.2

.1



 
 

Практическая работа №49 

Тема 8.4: Определенный интеграл в жизни 

Цель: Научиться использовать интеграл для нахождения физических величин 

Теоретическая часть: 

Интеграл – это математический объект, который возник исторически на основе 

потребности решения различных прикладных задач физики и техники. Те физические 

величины, которые определяются с помощью интеграла – как правило, называются 

интегральными, а те величины, через которые выражаются интегральные величины – 

дифференциальными.  

Интегралы нашли свое применение в астрономии (интегралы энергии и площадей; 

движение звезд); медицине (компьютерная томография); биологии (устанавливают прирост 

численности популяций; биомассу популяций и среднюю длину пути (полета) при 

прохождении некоторого фиксированного участка).  

На сегодня невозможно изучение гемодинамики – движения крови по сосудам без 

применения интегралов. В течение длительного времени катетеризация правых отделов 

сердца являлась единственным методом исследования, позволявшим оценивать состояния 

правых отделов сердца и легочной артерии. С помощью интегралов в медицине вычисляют 

интегральную скорость для целого сосуда (артерии или вены), зная линейную скорость 

кровотока; так же рассчитывается ударный объем (объем крови).  

Представленные выше факты демонстрируют широкое применение интегралов в 

различных научных областях, что доказывает неотъемлемую важность интегралов в нашей 

жизни. Применение определенного интеграла во многом облегчает решение прикладных 

задач геометрии, физики и других наук. 

Решение задач: 
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3. Задача о силе давления жидкости 
Согласно закону Паскаля величина P давления жидкости на горизонтальную 

площадку вычисляется по формуле P=gphS, (4) 

Где g – ускорение свободного падения в м/с2; 

p– плотность жидкости в кг/м3; 

h – глубина погружения площадки в м; 

S – площадь площадки в м2. 

По этой формуле нельзя искать давление жидкости на вертикально погруженную 

пластинку, так как ее разные точки лежат на разных глубинах. 

Пусть в жидкость погружена вертикально пластина, ограниченная линиями х = а, х 

= b, у1 = f1(x) и у2=f2(х); система координат выбрана так, как указано на рисунке. 
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Практическая работа №50 

Тема 8.4: Определенный интеграл в жизни 

Цель: Научиться использовать интеграл для нахождения объемов 

Теоретическая часть: 

Помимо нахождения площади плоской фигуры с помощью определенного 

интеграла важнейшим приложением темы является вычисление объема тела вращения. 

 



 

164 

 
 

Решение заданий: 

Пример 1. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси абсцисс (Ox) 

фигуры, ограниченной гиперболой , осью абсцисс и прямыми , . 

 

Решение. Объём тела вращения найдём по формуле (1), в которой , а 

пределы интегрирования a = 1, b = 4. Применяем табличный интеграл. Постоянный 

множитель 4²=16 выносим за знак интеграла. Получаем: 

 
Пример 2. Найти объём шара радиуса R. 

 
Решение. Рассмотрим шар как тело, получащееся при вращении вокруг оси абсцисс 

полукруга радиуса R с центром в начале координат. Тогда в формуле (1) подынтегральная 

функция запишется в виде , а пределами интегрирования служат -R и R. В 

вычислениях радиус R считается константой (вместо него можно подставить любое 

значение для шара с любым радиусом). Применяем табличный интеграл . Следовательно, 
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Пример 3. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси абсцисс (Ox) 

фигуры, заключённой между параболами  и . 

 
Решение. Представим искомый объём как разность объёмов тел, полученных 

вращением вокруг оси абсцисс криволинейных трапеций ABCDE и ABFDE. Объёмы этих 

тел найдём по формуле (1). В ней пределы интегрирования равны  и  - 

абсциссам точек B и D пересечения парабол. Эти точки и их абсциссы видны на графике. 

Точно также - на графике - можно определить координаты точек пересечения линий из 

ваших задач. Только для этого нужно построить график. Теперь можем найти объём тела, 

применяя всё тот же табличный интеграл 7: 

 
Пример 4. Вычислить объём тора (тором называется тело, получающееся при 

вращении круга радиуса a вокруг оси, лежащей в его плоскости на расстоянии b от центра 

круга ( ). Форму тора имеет, например, баранка). 

 
Решение. Пусть круг вращается вокруг оси Ox (рис. 20). Объём тора можно 

представить как разности объёмов тел, полученных от вращения криволинейных 

трапеций ABCDE и ABLDE вокруг оси Ox. 
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Уравнение окружности LBCD имеет вид 

 
причём уравнение кривой BCD 

 
а уравнение кривой BLD 

  

Используя разность объёмов тел, получаем для объёма тора v выражение и 

вычисляем интеграл: 

 

 

 
Пример 5. Найти объём тела, образованного вращением вокруг оси ординат (Oy) 

фигуры, ограниченной линиями  и . 

 
Решение. Представим искомый объём как разность объёмов тел, полученных 

вращением вокруг оси ординат треугольника OBA и криволинейной трапеции OnBA. 

Пределами интегрирования служат  и  - ординаты точек O и B пересечения 

параболы и прямой, что видно на графике к этому примеру. Таким образом, получаем объём 

тела: 

 
 

Практическая работа №51 

Тема 8.5: Контрольная работа по разделу 8 «Первообразная функции, ее 

применение» 
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Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 8 «Первообразная 

функции, ее применение» 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных.  

1. (1 балл) Для какой из функций функция F(х) = х3 - 3х2 + 1 является первообразной?  

А) f(х)=3(х2-2); Б) f(х)=3х(х2-2); В) f(х)=3х2-6х+1; Г) f(х)=3х2-6х.  

2. (1 балл) Дана функция f(х)= 3х2+1. Чему равна F(1)  

А) 2; Б) 4; В) 6; Г) 1
1

3
.  

3. (1 балл) Общий вид всех первоообразных для f(х)=sinx?  

А) F(х)=cosx+C; Б) F(х)=-cosx+C; В) F(х)=tgx+C; Г) F(х)=-tgx+C.  

4. (1 балл) Вычислите определенный интеграл ∫ 𝑥𝑑𝑥
2

1
.  

А) -1; Б) 1; В) -1,5; Г) 1,5. 

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) Является ли F(х)=х3-3х+1 первообразной для функции f(х)=3(х2-1)?  

6. (2 балла) Задайте первообразную F(х) для функции f(х)=3х2-2х, если известны 

координаты точки М (1, 4) графика F(х).  

7. (2 балла) На рисунке изображен график функции y=f(x), определённой на 

интервале (−3; 11). Найдите наименьшее значение функции f(x)на отрезке [2; 9,5]. 

 
8. (2 балла) На рисунке изображен график некоторой функции y=f(x). Пользуясь 

рисунком, вычислите определенный интеграл ∫ 𝑥𝑑𝑥
5

1
. 

 
 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ Г А Б Г да х3 – х2 + 4 -3 12 
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Практическая работа №52 

Тема 9.3: Множество и графы. Решение прикладных задач 

Цель: Научиться использовать графы при решении задач 

 

Теоретическая часть: 

Теория графов - один из обширнейших разделов дискретной математики, широко 

применяется в решении экономических и управленческих задач, в программировании, 

химии, конструировании и изучении электрических цепей, коммуникации, психологии, 

психологии, социологии, лингвистике, других областях знаний. Теория 

графов систематически и последовательно изучает свойства графов, о которых можно 

сказать, что они состоят из множеств точек и множеств линий, отображающих связи между 

этими точками. Основателем теории графов считается Леонард Эйлер (1707-1882), 

решивший в 1736 году известную в то время задачу о кёнигсбергских мостах. 

Графы строят для того, чтобы отобразить отношения на множествах. Пусть, 

например, множество A = {a1, a2, ... an} - множество людей, а каждый элемент будет 

отображён в виде точки. Множество B = {b1, b2, ... bm} - множество связок (прямых, дуг, 

отрезков - пока не важно). На множестве A задано отношение знакомства между людьми из 

этого множества. Строим граф из точек и связок. Связки будут связывать пары людей, 

знакомых между собой. Естественно, число знакомых у одних людей может отличаться от 

числа знакомых у других людей, а некоторые вполне могут и не быть ни с кем знакомы 

(такие элементы будут точками, не соединёнными ни с одной другой). Вот и получился 

граф! 

 
То, что мы сначала назвали "точками", следует называть вершинами графа, а то, что 

называли "связками" - рёбрами графа. 

Теория графов не учитывает конкретную природу множеств A и B. Существует 

большое количество самых разных конкретных задач, при решении которых можно 

временно забыть о специфическом содержании множеств и их элементов. Эта специфика 

никак не сказывается на ходе решения задачи, независимо от её трудности! Например, при 

решении вопроса о том, можно ли из точки a добраться до точки e, двигаясь только по 

соединяющим точки линиям, неважно, имеем ли мы дело с людьми, городами, числами и 

т.д. Но, когда задача решена, мы получаем решение, верное для любого содержания, 

которое было смоделировано в виде графа. Не удивительно поэтому, что теория графов - 

один из самых востребованных инструментов при создании искусственного интеллекта: 

ведь искусственный интеллект может обсудить с собеседником и вопросы любви, и 

вопросы музыки или спорта, и вопросы решения различных задач, причем делает это без 

всякого перехода (переключения), без которого в подобных случаях не обойтись человеку. 

А теперь строгие математические определения графа. 

Определение 1. Графом называется система объектов произвольной природы 

(вершин) и связок (рёбер), соединяющих некоторые пары этих объектов. 

Определение 2. Пусть V – (непустое) множество вершин, элементы v∈V – вершины. 

Граф G = G(V) с множеством вершин V есть некоторое cемейство пар вида: e = (a, b), 

где a,b∈V, указывающих, какие вершины остаются соединёнными. Каждая пара e = (a, b) - 

https://function-x.ru/sets1.html
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ребро графа. Множество U - множество рёбер e графа. Вершины a и b – концевые точки 

ребра e. 

Графы как структура данных. Широким применением теории графов в 

компьютерных науках и информационных технологиях обусловлено добавлением к 

вышеизложенным определениям понятия графа как структуры данных. В компьютерных 

науках и информационных технологиях граф определяется как нелинейная структура 

данных. Что же тогда - линейная структура данных и чем от них отличаются графы? 

Линейные структуры данных характеризуются тем, что связывают элементы отношениями 

типа "простого соседства". Линейными структурами данных являются, например, массивы, 

таблицы, списки, очереди, стеки, строки. В противоположность им нелинейные структуры 

данных - такие, в которых элементы располагаются на различных уровнях иерархии и 

подразделяются на три вида: исходные, порождённые и подобные. Итак, граф - нелинейная 

структура данных. 

Слово граф греческого происхождения, от слов "пишу", "описываю". Из начала этой 

статьи известно, что именно описывает граф: описывает он отношения. То есть, любой граф 

описывает отношения. И наоборот: любое отношение можно описать в виде графа. 

Основные понятия теории графов 

Этот урок - вводный в теорию графов, поэтому лишь перечислим её основные 

понятия, заодно анонсируя другие уроки темы. Одно из центральных понятий теории 

графов, опираясь на которое строятся другие понятия - понятие инцидентности. Друг другу 

инцидентны две вершины графа, если они соединены ребром; вершина и ребро графа 

инцидентны, если вершина является началом или концом ребра. Более подробно виды 

вершин и рёбер графа исходя из понятия инцидентности представлены в отдельном 

уроке. 

А многие виды графов определяются тем, какие виды рёбер и/или вершин эти 

графы содержат. На этом основаны и понятия ориентированного и неориентированного 

графов, которыми обязан владеть каждый освоивший дискретную математику вообще и 

теорию графов. Есть также графы, которые определяются некоторыми специфическими 

принципами построения, например, двудольные графы, которые разобраны на этом уроке 

в параграфе с задачами, а также на всё том же уроке о видах графов. 

Понятие инцидентности необходимо и при составлении алгоритмов решения многих 

практических задач с графами. Например, можно ознакомиться с программной 

реализацией обхода в глубину графа, представленного матрицей инцидентности. Идея 

проста: можно двигаться лишь через вершины, соединённые рёбрами. А уж если рёбрам 

приписаны какие-то значения ("весы", чаще всего в виде чисел, такие графы называются 

взвешенными или помеченными), то можно решать сложные прикладные задачи, 

некоторые из которых упомянуты в завершающем параграфе этого урока. 

Классические задачи теории графов и их решения 

Один из первых опубликованных примеров работ по теории графов и применения 

графов - работа о "задаче с Кёнигсбергскими мостами" (1736 г.), автором которой является 

выдающийся математик 18-го века Леонард Эйлер. В задаче даны река, острова, которые 

омываются этой рекой, и несколько мостов. Вопрос задачи: возможно ли, выйдя из 

некоторого пункта, пройти каждый мост только по одному разу и вернуться в начальный 

пункт? (рисунок ниже) 

 
Задачу можно смоделировать следующим образом: к каждому участку суши 

прикрепляется одна точка, а две точки соединяются линией тогда и только тогда, когда 

https://function-x.ru/graphs5.html
https://function-x.ru/graphs5.html
https://function-x.ru/graphs5.html
https://function-x.ru/graphs2_definitions_classes.html
https://function-x.ru/graphs2_definitions_classes.html
https://function-x.ru/cpp_graph1.html
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соответствующие участки суши соединены мостом (рисунок ниже, соединительные линии 

начерчены пунктиром). Таким образом, построен граф. 

 
Ответ Эйлера на вопрос задачи состоит в следующем. Если бы у этой задачи было 

положительное решение, то в получившемся графе существовал бы замкнутый путь, 

проходящий по рёбрам и содержащий каждое ребро только один раз. Если существует 

такой путь, то у каждой вершины должно быть только чётное число рёбер. Но в 

получившемся графе есть вершины, у которых нечётное число рёбер. Поэтому задача не 

имеет положительного решения. 

По устоявшейся традиции эйлеровым графом называется граф, в котором можно 

обойти все вершины и при этом пройти одно ребро только один раз. В нём каждая вершина 

должна иметь только чётное число рёбер. Задача средней трудности на эйлеровы графы - в 

материале "Основные виды графов". 

В 1847 г. Кирхгоф разработал теорию деревьев для решения совместной системы 

линейных алгебраических уравнений, позволяющую найти значение силы тока в каждом 

проводнике (дуге) и в каждом контуре электрической цепи. Абстрагируясь от 

электрических схем и цепей, которые содержат сопротивления, конденсаторы, 

индуктивности и т.д., он рассматривал соответствующие комбинаторные структуры, 

содержащие только вершины и связи (рёбра или дуги), причём для связей не нужно 

учитывать, каким типам электрических элементов они соответствуют. Таким образом, 

Кирхгоф заменил каждую электрическую цепь соответствующим графом и показал, что для 

решения системы уравнений необязательно рассматривать в отдельности каждый цикл 

графа электрической цепи. 

Кэли в 1858 г., занимаясь чисто практическими задачами органической химии, 

открыл важный класс графов, называемых деревьями. Он стремился перечислить изомеры 

насыщенных углеводородов, с данным числом атомов углерода. Кэли прежде всего 

сформулировал задачу абстрактно: найти число всех деревьев с p вершинами, каждое из 

которых имеет вершины со степенями 1 и 4. Ему не удалось сразу решить эту задачу, и он 

стал изменять её формулировку таким образом, чтобы можно было решить новую задачу о 

перечислении: 

 корневых деревьев (в которых выделена одна из вершин); 

 всех деревьев; 

 деревьев, у которых степени вершин не превышают 4; 

 деревьев, у которых степени вершин равны 1 и 4 (постановка задачи из химии) 

 

Решение задач: 

Задача 1. Пусть A - множество чисел 1, 2, 3: A = {1, 2, 3}. Построить граф для 

отображения отношения "<" ("меньше") на этом множестве. 

Решение. Очевидно, что числа 1, 2, 3 следует представить в виде вершин графа. 

Тогда каждую пару вершин должно соединять одно ребро. Решая эту задачу, мы пришли к 

таким основным понятиям теории графов, как ориентированные и неориентированные 

графы. Неориентированные графы - такие, рёбра которых не имели направления. Или, как 

говорят ещё чаще, порядок двух концов ребра не существенен. В самом деле, граф, 

построенный в самом начале этого урока и отображавший отношение знакомства между 

людьми, не нуждается в направлениях рёбер, так как можно утверждать, что "человек номер 

https://function-x.ru/graphs2_definitions_classes.html
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1" знаком с "человеком номер 2" в той же мере, как и "человек номер 2" с "человеком номер 

1". В нашем же нынешнем примере одно число меньше другого, но не наоборот. Поэтому 

соответствующее ребро графа должно иметь направление, показывающее, какое всё же 

число меньше другого. То есть, порядок концов ребра существенен. Такой граф (с рёбрами, 

имеющими направление) называется ориентированным графом или орграфом. 

Итак, в нашем множестве A число 1 меньше числа 2 и числа 3, а число 2 меньше 

числа 3. Этот факт отображаем рёбрами, имеющими направление, что показывается 

стрелками. Получаем следующий граф: 

 
Задача 2. Пусть A - множество чисел 2, 4, 6, 14: A = {2, 4, 6, 14}. Постоить граф для 

отображения отношения "делится нацело на" на этом множестве. 

Решение. В этом примере часть рёбер будут иметь направление, а некоторые не 

будут, то есть строим смешанный граф. Перечислим отношения на множестве: 4 делится 

нацело на 2, 6 делится нацело на 2, 14 делится нацело на 2, и ещё каждое число из этого 

множества делится нацело на само себя. Это отношение, то есть когда число делится нацело 

на само себя, будем отображать в виде рёбер, которые соединяют вершину саму с собой. 

Такие рёбра называются петлями. В данном случае нет необходимости давать направление 

петле. Таким образом, в нашем примере три обычных направленных ребра и четыре петли. 

Получаем следующий граф: 

 
Задача 3. Пусть даны множества A = {α, β, γ} и B = {a, b, c}. Построить граф для 

отображения отношения "декартово произведение множеств". 

Решение. Как известно из определения декартова произведения множеств, в нём нет 

упорядоченных наборов из элементов одного и того же множества. То есть в нашем 

примере нельзя соединять греческие буквы с греческими и латинские с латинскими. Этот 

факт отображается в виде двудольного графа, то есть такого, в котором вершины разделены 

на две части так, что вершины, принадлежащие одной и той же части, не соединены между 

собой. Получаем следующий граф: 
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4. Задача коммивояжера 
Задача коммивояжера является одной из знаменитых задач теории комбинаторики. 

Она была поставлена в 1934 году, и об неё обламывали зубы лучшие математики. 

Постановка задачи следующая. 

Коммивояжер (бродячий торговец) должен выйти из первого города, посетить по разу в 

неизвестном порядке города 2,1, 3..n и вернуться в первый город. Расстояния между 

городами известны. В каком порядке следует обходить города, чтобы замкнутый путь (тур) 

коммивояжера был кратчайшим? 

Метод решения задачи коммивояжера 

  

Жадный алгоритм «иди в ближайший (в который еще не входил) город». 

«Жадным» этот алгоритм назван потому, что на последних шагах приходится 

жестоко расплачиваться за жадность. 

Рассмотрим для примера сеть на рисунке, представляющую узкий ромб. Пусть 

коммивояжер стартует из города 1. Алгоритм «иди в ближайший город» выведет его в город 

2, затем 3, затем 4; на последнем шаге придется платить за жадность, возвращаясь по 

длинной диагонали ромба. В результате получится не кратчайший, а длиннейший тур. 

 

5. Задача о трех домиках и трех колодцах 

Три соседа имеют три общих колодца. Можно ли провести непересекающиеся 

дорожки от каждого дома к каждому колодцу? 

Для решения этой задачи воспользуемся теоремой, доказанной Леонардом Эйлером 

в 1752 г. Если многоугольник разбит на конечное число многоугольников так, что любые 

два многоугольника разбиения или не имеют общих точек, или имеют общие вершины, или 

имеют общие ребра, то имеет место равенство : В- Р + Г=1, где В — общее число 

вершин, Р — общее число ребер, Г — число многоугольников (граней). 
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Решение. Предположим, что это можно сделать. Отметим домики точками Д,, Д2, 

Д3, а колодцы — точками К1, К2, К3. Каждую точку-домик соединим с каждой точкой-

колодцем. Получим девять ребер, которые попарно не пересекаются. Эти ребра образуют 

на плоскости многоугольник, разделенный на более мелкие многоугольники. Поэтому для 

этого разбиения должно выполняться соотношение Эйлера В - Р + Г = 1. Добавим к 

рассматриваемым граням еще одну — внешнюю часть плоскости. Тогда соотношение 

Эйлера примет вид В - Р + Г = 2, причем В — 6 и Р = 9. Следовательно, Г = 5. Каждая из 

пяти граней имеет по крайней мере четыре ребра, поскольку по условию задачи ни одна из 

дорожек не должна непосредственно соединять два дома или два колодца. Так как каждое 

ребро лежит ровно в двух гранях, то количество ребер должно быть не меньше 5*4:2=10, 

что противоречит условию, по которому их число равно 9. Полученное противоречие 

показывает, что нельзя провести непересекающиеся дорожки от каждого домика к каждому 

колодцу. 

 

Практическая работа №53 

Тема 9.3: Множество и графы. Решение прикладных задач 

Цель: Научиться использовать графы в профессиональной деятельности 

Теоретическая часть: 

Теория графов и важнейшие современные прикладные задачи 

На основе теории графов разработаны методы решения прикладных задач, в которых 

в виде графов моделируются весьма сложные системы. В этих моделях узлы содержат 

отдельные компоненты, а рёбра отображают связи между компонентами. Обычно для 

моделирования транспортных сетей, систем массового обслуживания, в сетевом 

планировании используются взвешенные графы. Мы о них уже говорили, это графы, в 

которым дугам присвоены весы. 

Графы-деревья применяются, например, для построения деревьев решений (служат 

для анализа рисков, анализа возможных приобретений и убытков в условиях 

неопределённостей). С применением теории графов разработаны и другие 

многочисленные математические модели для решения задач в конкретных предметных 

областях. 

Графы и задача о потоках 

Постановка задачи. Имеется система водопроводных труб, представленная графом 

на рисунке ниже. 

 
Каждая дуга графа отображает трубу. Числа над дугами (весы) - пропускная 

способность труб. Узлы - места соединения труб. Вода течёт по трубам только в одном 

направлении. Узел S - источник воды, узел T - сток. Требуется максимизировать объём 

воды, протекающей от источника к стоку. 

Для решения задачи о потоках можно воспользоваться методом Форда-Фулкерсона. 

Идея метода: поиск максимального потока производится по шагам. В начале работы 

алгоритма поток полагается равным нулю. На каждом последующем шаге значение потока 

увеличивается, для чего ищется дополняющий путь, по которому поступает 

дополнительный поток. Эти шаги повторяются до тех пор, пока существуют 

дополнительные пути. Задача успешно применяется в различных распределённых 

системах: система электоснабжения, коммуникационная сеть, система железных дорог и 

других. 

 

https://function-x.ru/graphs4_modeling_decision_tree_game_tree.html
https://function-x.ru/graphs4_modeling_decision_tree_game_tree.html#paragraph5
https://function-x.ru/graphs4_modeling_decision_tree_game_tree.html#paragraph5
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Решение заданий: 

На рисунке изображён сетевой график строительства. Определить наименьшую 

возможную продолжительность строительства. 

 
Граф, изображенный на рисунке, называется сетевым графиком строительства. В 

данном случае он составлен для строительства жилого дома. Вершины этого графа 

обозначают отдельные виды работ на стройке, кроме того, есть еще две вершины: начало 

строительства и его окончание. Около вершин графа указаны числа – продолжительность в 

днях соответствующей работы. Теперь мы можем узнать наименьшую возможную 

продолжительность строительства. Для этого из всех путей по графу в направлении стрелок 

нужно выбрать путь, у которого сумма чисел при вершинах наибольшая. Он называется 

критическим путем (на рис. он выделен коричневым цветом). В нашем случае получаем 170 

дней. А если сократить время прокладки электросети с 40 до 10 дней, то и время 

строительства тоже сократится на 30 дней? Нет. В этом случае критический путь станет 

проходить не через эту вершину, а через вершины, соответствующие строительству 

котлована, укладке фундамента и т.д. И общее время строительства составит 160 дней, т.е. 

срок сократится лишь на 10 дней. 

 

Практическая работа №54 

Тема 9.4: Контрольная работа по разделу 9 «Множества. Элементы теории графов» 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 9 «Множества. 

Элементы теории графов» 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных.  

1. (1 балл) Укажите число, принадлежащее множеству М = {5, 10, 12, 37, 41}. 

А) 6; Б) 5; В) 11; Г) 40.  

2. (1 балл) Укажите верное соотношение для множеств А = {5, 9, 11}; В = {4, 5, 10, 

11, 12}; С = {4, 5, 9, 11}?  

А) А ⊂ В; Б) В ⊂ С; В) А ⊂ С; Г) С ⊂ В.  

3. (1 балл) Мощность множества, состоящего из всех букв русского алфавита, равна?  

А) 32; Б) 33; В) 28; Г) 26.  
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4. (1 балл) Закончите определение: «Множество, содержащее только те элементы, 

принадлежащие и множеству А и множеству В, называют …»?  

А) пересечением множеств; Б) объединением множеств; В) разностью множеств; Г) 

объединенностью множеств. 

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) Запишите перечислением элементов пересечение множеств А и В, если: 

А = {3; 5;7; 27; 14; 9}, В = {9; 3; 7; 27; 14}.  

6. (2 балла) Даны два множества А = {1, 2, 3, 4, 6, 12} и В = {1, 2, 3, 6, 9, 18}. Запишите 

объединение множеств. 

7. (2 балла) Каждый ученик в классе изучает английский или немецкий язык, или оба 

этих языка. Английский язык изучают 30 человек, немецкий — 25 человек, а тот и другой 

— 15 человек. Сколько всего учеников в классе?  

8. (2 балла) Выпишите все элементы множества F, если F – это множество корней 

уравнения х2 + 4х – 5 = 0. 

 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ Б В Б А 
А ∩ В = 

{3; 7; 14; 27} 

А ∪ В = 

{1; 2; 3; 4; 6; 9; 12; 18} 
40 F = {-5; 1} 

 

Практическая работа №55 

Тема 10.3: Вероятность в профессиональных задачах 

Цель: Научиться решать практические задачи на вероятность 

 

Теоретическая часть: 

1. Теория вероятностей – раздел математики, изучающий случайные события, 

случайные величины, их свойства и операции над ними. Рассмотрим некоторые ключевые 

понятия, которые используются в теории вероятностей. 

Определение. 
Испытанием называется осуществление определенных действий. 

Под событием понимают любой факт, который может произойти в результате 

испытания. 

Любой результат испытания называется исходом. 

Достоверным называют событие, которое в результате испытания обязательно 

произойдёт. 

Невозможным называют событие, которое заведомо не произойдёт в результате 

испытания. 

События обычно обозначаются заглавными буквами латинского алфавита (А, В, С, 

D,…). 

Рассматривая приведенный пример, мы можем сформулировать следующие 

заключения. 

1. Процесс доставания предмета из коробки является испытанием. 

2. Результат доставания предмета из корзины является событием. 

3. Событие «вынутый предмет окажется клубком» является достоверным событием. 

4. События «вынутый предмет не окажется клубком» или «вынутый предмет 

окажется красным клубком» являются невозможными событиями. 

5. Событие «вынутый предмет окажется зеленым клубком» является вероятным 

событием. 
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А = {вынутый предмет оказался клубком}. 

В = {вынутый предмет не оказался клубком. 

С = {вынутый предмет оказался зеленым клубком}. 

D = {вынутый предмет оказался красным клубком}. 

2. Определим еще несколько важных понятий теории вероятностей 

Определение 
Пространство элементарных событий Ω— множество всех различных исходов 

произвольного испытания. 

Например, при броске одной игральной кости пространство элементарных событий 

Ω= {w 1, w 2, w 3, w 4, w 5, w6}, где wi- выпадение i очков. 

Если события не могут произойти одновременно в одном испытании, то события 

называются несовместными. 

Например, при бросании монеты не могут одновременно выпасть «Орёл» и «Решка». 

Простейшим примером несовместных событий  является 

пара противоположных событий. 

Противоположное событие происходит тогда, когда исходное событие 

А не происходит. 

Событие, противоположное данному, обычно обозначается той же латинской буквой 

с чёрточкой сверху. 

Например: 

 A – сдал экзамен по математике; 

 Ᾱ – не сдал экзамен по математике. 

Определение. 
Полной группой событий называется такая система событий, что в результате 

испытания непременно произойдет одно и только одно из них. 

Пример . 
Монету подбросили дважды. Укажите все элементарные события полной группы 

событий. 

Элементарными событиями являются: 

- Выпало два «орла» 

- Выпало две «решки» 

- Выпал один «орел» и одна «рещка». 

3. Чтобы выяснить, насколько вероятно то или иное случайное событие, нужно 

подсчитать, как часто оно происходит. 

Определение. 
Число испытаний, в которых событие наступило, назовем абсолютной частотой и 

обозначим n. Общее число произведенных испытаний обозначим N. 

Отношение абсолютной частоты к числу испытаний n/N называется 

относительной частотой события. 
Относительная частота показывает, какая доля испытаний завершилась 

наступлением данного события. Эта относительная частота и определяет вероятность 

случайного события. Ее еще называют статистической вероятностью события. 

Статистическая вероятность события рассчитывается опытным путем. 

Пример. 
Еще со времен Древнего Китая за 2238 лет до нашей эры на основании метрик 

демографы обнаружили, что на каждую тысячу новорожденных приходится 514 мальчиков. 

Это означает, что Вероятность рождения мальчика составляет 0,514. 

1. Классическое определение вероятности применяется для равновозможных 

событий. 

К равновозможным (равновероятностным) относятся такие события, для которых 

нет никаких объективных оснований считать, что одно является более возможным, чем 

другие. 
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Например, при бросании игрального кубика события выпадения любого из очков 

равно возможны. 

Рассмотрим произвольный эксперимент. 

Пусть n- число всех исходов эксперимента, которые образуют полную группу 

попарно несовместных и равновозможных событий, m – число благоприятных событию А 

исходов. Тогда вероятностью события А называется число  

Согласно определению вероятности наименьшее значение вероятности принимает 

невозможное событие, так как оно не может наступить и для него m=0, значит и вероятность 

равна 0. 

Наибольшее значение принимает достоверное событие. В силу того, что оно 

гарантированно произойдет, для него m=n, Р=m/n=n/n=1. 

2 .Суммой событий А и В называется событие А+В, которое состоит в том, что 

наступит или событие А, или событие В, или оба события одновременно. 

Произведением событий А и В называется событие А•В, состоящее в совместном 

осуществлении событий А и В. 

Например: 

1. Пусть А - идет дождь, B - идет снег, тогда А + В – «идет снег или дождь» 

2. При 3-х выстрелах по мишени события: А0 – «попаданий нет», А1 – «одно 

попадание», А2 – «два попадания», тогда А=А0+А1+А2 - «произошло не больше двух 

попаданий» 

3. Пусть С - из урны вынули белый шар, D - из урны вынули белый шар, тогда C⋅D - 

из урны вынули два белых шара 

4. Пусть С - из урны вынули белый шар, D - из урны вынули белый шар, тогда C

⋅- из урны вынули два  шара: белый и не белый 

Теорема сложения вероятностей несовместных событий: вероятность появления 

одного из двух несовместных событий А или В равна сумме вероятностей этих событий: 

Р(А+В)=Р(А)+Р(В) 

Примеры и разбор решения заданий тренировочного модуля 

Пример 1. 
Известна история о том, как однажды к Г. Галилею явился солдат и попросил помочь 

ему в решении насущного вопроса: какая сумма 9 или 10 очков при бросании трех костей 

выпадает чаще? 

Может показаться, что шансы равны, так как каждая сумма из 9 и 10 очков может 

быть получена одним их шести способов: 

9 = 1 + 2 + 6 = 1 + 3 + 5 = 1 + 4 + 4 = 2 + 2 + 5 = 2 + 3 + 4 = 3 + 3 + 3; 

10 = 1 + 3 + 6 = 1 + 4 + 5 = 2 + 2 + 6 = 2 + 3 + 5 = 2 + 4 + 4 = 3 + 3 + 4. 

Однако с учетом перестановок для суммы 9 очков получается 25 различными 

способами (по 6 способов для первого, второго, пятого вариантов суммы, по 3 способа для 

третьего и четвертого вариантов, 1 способ для последнего варианта 6 + 6 + 3 + 3 + 6 + 1), а 

для суммы 10 очков – 27 различными способами (6 + 6 + 3 + 6 + 3 + 3). Как видно, шансы 

этих случайных событий довольно близки между собой и относятся друг к другу как 25:27, 

что и вызвало затруднения солдата. 

Таким образом, чаще выпадает сумма 10. 

Пример 2. В средние века среди феодальной знати были широко распространены 

азартные игры. Большим любителем таких игра был француз шевалье де Мере. Страстного 

игрока в кости, придворного французского короля шевалье де Мере можно отнести к числу 

«основателей» теории вероятностей. Заслуга его состоит в том, что он настойчиво заставлял 

математиков решать различные задачи, на которые наталкивался сам во время своей 

практики игры. Он хотел разбогатеть при помощи игры в кости. Для этого шевалье 

придумывал различные усложненные правила игры. Страстному игроку, но плохому 

математику, де Мере посчастливилось иметь такого друга, как Паскаль. В 1654 г. шевалье 



 

178 

де Мере обратился к Блезу Паскалю за помощью в разрешении проблем, связанных с 

вероятностью благоприятных результатов при бросании игральных костей. 

Одна из задач была поставлена следующим образом: Игральная кость бросается 

четыре раза. Шевалье бился об заклад, что при этом хотя бы один раз выпадет шесть очков. 

Какова вероятность выигрыша для шевалье? Ответ округлите до десятых. 

Решение: 
Так как при каждом бросании игральной кости имеется 6 различных возможностей, 

то при четырех бросаниях кости число различных возможных случаев будет  6 · 6 · 6 · 6 = 

1296. 

Среди этих 1296 случаев будет 5 · 5 · 5 · 5 = 625 таких, где шестерка не выпадет ни 

разу. 

В 1296 – 625 = 671 случае хотя бы один раз из четырех выпадает шестерка. 

Следовательно, вероятность выпадения хотя бы одной шестерки при четырех бросаниях 

кости равна 671/1296, что чуть больше 0,5. 

 

Решение заданий: 

1. Из 1000 собранных на заводе телевизоров 5 штук бракованных. Эксперт 

проверяет один наугад выбранный телевизор из этой 1000. Найдите вероятность 

того, что проверяемый телевизор окажется бракованным. 

Решение.  При выборе телевизора наугад возможны 1000 исходов, событию A 

«выбранный телевизор — бракованный» благоприятны 5 исходов. По определению 

вероятности P(A) = 5÷1000 = 0,005. Ответ: 0,005. 

2. В урне 9 красных, 6 жёлтых и 5 зелёных шаров. Из урны наугад достают 

один шар. Какова вероятность того, что этот шар окажется жёлтым? 
Решение. Общее число исходов равно числу шаров: 9 + 6 + 5 = 20. Число исходов, 

благоприятствующих данному событию, равно 6. Искомая вероятность равна 6÷20 = 

0,3.  Ответ: 0,3. 

3. Петя, Вика, Катя, Игорь, Антон, Полина бросили жребий — кому начинать 

игру. Найдите вероятность того, что начинать игру должен будет мальчик. 
Решение. Вероятность события равна отношению количества благоприятных 

случаев к количеству всех случаев. Благоприятными случаями являются 3 случая, когда игру 

начинает Петя, Игорь или Антон, а количество всех случаев 6. Поэтому искомое 

отношение равно 3:6=0,5. Ответ: 0,5. 

4. В чемпионате мира участвуют 16 команд. С помощью жребия их нужно 

разделить на четыре группы по четыре команды в каждой. В ящике вперемешку 

лежат карточки с номерами групп: 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4. Капитаны 

команд тянут по одной карточке. Какова вероятность того, что команда России 

окажется во второй группе? 
Решение: Обозначим через А событие «команда России во второй группе». Тогда 

количество благоприятных событий m  = 4 (четыре карточки с номером 2), а общее число 

равновозможных событий n = 16 (16 карточек) по определению вероятности         Р= 4: 

16 = 0,25. Ответ:0,25 

5. На каждые 1000 электрических лампочек приходится 5 бракованных. Какова 

вероятность купить исправную лампочку?  

Решение. На каждые 1000 лампочек приходится 5 бракованных, всего их 1005. 

Вероятность купить исправную лампочку будет равна доле исправных лампочек на 

каждые 1005 лампочек, то есть  1000:1005=0,995.Ответ: 0,995. 

7. В группе туристов 8 человек. С помощью жребия они выбирают шестерых 

человек, которые должны идти в село в магазин за продуктами. Какова вероятность 

того, что турист Д., входящий в состав группы, пойдёт  в магазин? 6 : 8=0,75. 
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8. В чемпионате по футболу участвуют 16 команд, которые жеребьевкой 

распределяются на 4 группы: A, B, C и D. Какова вероятность того, что команда 

России не попадает в группу A? 
Решение. Каждая команда попадет в группу с вероятностью 0,25. Таким образом, 

вероятность того, что команда не   попадает в группу равна 1-0,25=0,75. Ответ:0,75 

9. На турнир по шахматам прибыло 26 участников в том числе Коля и Толя. 

Для проведения жеребьевки первого тура участников случайным образом разбили 

на две группы по 13 человек. Найти вероятность того, что Коля и Толя попадут в 

разные группы. 
Решение. Всего 26 мест. Пусть Коля займет случайное место в любой группе. 

Останется 25 мест, из них в другой группе 13. Исходом считаем выбор места для Толи. 

Благоприятных исходов 13. Р=13/25 = 0,52. Ответ:0,52 

10. В классе 16 учащихся, среди них два друга —Вадим и Сергей. Учащихся 

случайным образом разбивают на 4 равные группы. Найдите вероятность того, что 

Вадим и Сергей окажутся в одной группе. 

Решение. Если Сергею первому досталось некоторое место, то Олегу остаётся 15 

мест. Из них 3 — в той же группе, где Сергей. Искомая вероятность равна 3/15. Ответ:0,2 

 

Практическая работа №56 

Тема 10.3: Вероятность в профессиональных задачах 

Цель: Научиться решать задачи на использование вероятности в профессиональной 

деятельности 

 

Теоретическая часть: 

Основы теории вероятностей нужно знать каждому человеку для формирования 

правильного мировоззрения, для осознания того, что мы живем в случайном, 

вероятностном мире. 

Психология человека такова, что ему неуютно среди случайностей. Он жаждет 

определенности и справедливости, ищет причин и объяснений. Часто таким образом 

возникают суеверия: например, среди африканских племен распространено поверье о том, 

что бывают просто львы и львы, в которых переселились души умерших. Последние на 

людей не нападают. Это объяснение не несет полезной информации, поскольку нет 

признаков, по которым заранее можно было бы определить, из какой категории лев, но оно 

успокаивает психологически. Точно так же появляются известные всем суеверия при сдаче 

экзаменов. Некоторые суеверия, кстати, основаны на частотных совпадениях (например, 

мелких неприятностей и встреч с черной кошкой). Это относится и к приметам, которые 

порой подмечают вероятностные закономерности. Так, поговоркам «Беда никогда не 

приходит одна» или «Жизнь, она полосатая» соответствует в теории вероятностей закон 

серий. 

Следует помнить и то, что мы живем в мире, где происходят случайные события, и 

то, что закономерности пробиваются через массу случайностей. Чем сложнее система, тем 

труднее обнаружить закономерности. Именно в этих случаях и используют вероятностные 

методы.  

Таким образом, теория вероятности актуальна в наши дни как в математике и точных 

науках, так и в нашей повседневной жизни. 

Теория вероятностей изучает объективные закономерности массовых случайных 

событий. Она является теоретической базой для математической статистики, 

занимающейся разработкой методов сбора, описания и обработки результатов наблюдений. 

Путем наблюдений (испытаний, экспериментов), т.е. опыта в широком смысле слова, 

происходит познание явлений действительного мира. 
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Решение заданий: 

1. В магазине три продавца. Каждый из них занят с клиентом с вероятностью 

0,3. Найдите вероятность того, что в случайный момент времени все три продавца 

заняты одновременно (считайте, что клиенты заходят независимо друг от друга). 
Решение. Вероятность произведения независимых событий равна произведению 

вероятностей этих событий. Поэтому вероятность того, что все три продавца заняты 

равна (0,3)³ = 0,027.    Ответ: 0,027. 

2. В магазине стоят два платёжных автомата. Каждый из них может быть 

неисправен с вероятностью 0,05 независимо от другого автомата. Найдите 

вероятность того, что хотя бы один автомат исправен.  
Решение. Найдем вероятность того, что неисправны оба автомата. Эти события 

независимые, вероятность их произведения равна произведению вероятностей этих 

событий: 0,05 · 0,05 = 0,0025. Событие, состоящее в том, что исправен хотя бы один 

автомат, противоположное. Следовательно, его вероятность равна 

1 − 0,0025 = 0,9975. Ответ: 0,9975. 

3. В торговом центре два одинаковых автомата продают кофе. Вероятность 

того, что к концу дня в автомате закончится кофе, равна 0,3. Вероятность того, что 

кофе закончится в обоих автоматах, равна 0,12. Найдите вероятность того, что к концу 

дня кофе останется в обоих автоматах. 
Решение. Рассмотрим событиеА = кофе закончится в первом автомате, В = кофе 

закончится во втором автомате. 
Вероятность того, что кофе останется в первом автомате равна 1 − 0,3 = 0,7. 

Вероятность того, что кофе останется во втором автомате равна 1 − 0,3 = 0,7. 

Вероятность того, что кофе останется в первом или втором автомате равна 

1 − 0,12 = 0,88. Поскольку P(A + B) = P(A) + P(B) − P(A·B), имеем: 0,88 = 0,7 + 0,7 − х, 

откуда искомая вероятность х = 0,52. Ответ: 0,9975. 

4. Две фабрики выпускают одинаковые стекла для автомобильных фар. 

Первая фабрика выпускает 45% этих стекол, вторая — 55%. Первая фабрика 

выпускает 3% бракованных стекол, а вторая — 1%. Найдите вероятность того, что 

случайно купленное в магазине стекло окажется бракованным. 
Решение. Вероятность того, что стекло куплено на первой фабрике и оно 

бракованное: 0,45 · 0,03 = 0,0135. Вероятность того, что стекло куплено на второй 

фабрике и оно бракованное: 0,55 · 0,01 = 0,0055.  Поэтому по формуле полной вероятности 

вероятность того, что случайно купленное в магазине стекло окажется бракованным 

равна 0,0135 + 0,0055 = 0,019. Ответ: 0,019. 

5. При изготовлении подшипников диаметром 67 мм вероятность того, что 

диаметр будет отличаться от заданного не больше, чем на 0,01 мм, равна 0,965. 

Найдите вероятность того, что случайный подшипник будет иметь диаметр меньше 

чем 66,99 мм или больше чем 67,01 мм. 
Решение. По условию, диаметр подшипника будет лежать в пределах от 66,99 до 

67,01 мм с вероятностью 0,965. Поэтому искомая вероятность противоположного 

события равна 1 − 0,965 = 0,035. Ответ: 0,035. 

 

Практическая работа №57 

Тема 10.5: Задачи математической статистики 

Цель: Научиться решать задачи математической статистики 

 

Теоретическая часть: 

Математической статистикой называется наука, занимающаяся методами 

обработки экспериментальных данных, полученных в результате наблюдений над 

случайными явлениями. Первая задача математической статистики: указать способы сбора 
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и группировки статистических данных, полученных в результате экспериментов. Вторая 

задача математической статистики: разработать методы анализа статистических данных. 

Ко второй задаче относятся: 

1. Оценка неизвестных параметров (вероятности события, функции распределения 

и её параметров и т.д.) с построением доверительных интервалов (методы оценивания). 

2. Проверка статистических гипотез о виде неизвестного распределения и 

параметров распределения (методы проверки гипотез). 

При этом решаются следующие в порядке сложности и важности задачи: 

 Описание явлений, то есть, упорядочение поступившего статистического 

материала, представление его в наиболее удобном для обозрения и анализа виде (таблицы, 

графики). 

 Анализ и прогноз, то есть приближённая оценка характеристик на основании 

статистических данных. Например, приближённая оценка математического ожидания и 

дисперсии наблюдаемой случайной величины и определение погрешностей этих оценок. 

 Выработка оптимальных решений. Например, определение числа опытов n, 

достаточного для того, чтобы ошибка от замены теоретических числовых характеристик их 

экспериментальными оценками не превышала заданного значения. В связи с этим 

возникает задача проверки правдоподобия гипотез о параметрах распределения и о законах 

распределения случайной величины, решением которой является возможность сделать 

один из выводов: 

– отбросить гипотезу, как противоречащую опытным данным; 

– принять гипотезу, считать ее приемлемой. 

Математическая статистика помогает экспериментатору лучше разобраться в 

опытных данных, полученных в результате наблюдений над случайными явлениями; 

оценить, значимы или не значимы наблюдаемые факты; принять или отбросить те или иные 

гипотезы о природе случайных явлений. 

 

Решение задач: 

Задача 1. 
На экзамене по истории студенты получили оценки: 

3 4 4 4 3 4 

3 4 3 5 4 4 

5 5 2 3 2 3 

3 4 4 5 3 3 

5 4 5 4 4 4 

Построить дискретный вариационный ряд распределения студентов по баллам и 

изобразить его графически. 

Ход решения задачи: 
Определяем элементы ряда распределения: варианты, частоты, частоты. 

Оценка, баллы Кол-во студентов с такой оценкой, человек В процентах к итогу 

2 2 6,7 

3 9 30 

4 13 43,3 

5 6 20 

Итого 30 100 

Теперь графически изобразим дискретный ряд распределения в виде помпона 

распределения. 
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Можно сделать вывод о том, что преобладающее большинство студентов получило 

«4» (43,3 %). 

Задача 2. 
Во время выборочной проверки было установлено, что продолжительность одной 

покупки в кондитерском отделе магазина была такой: (секунды). 

77 70 82 81 81 

82 75 80 71 80 

81 89 75 67 78 

73 76 78 73 76 

82 69 61 66 84 

72 74 82 82 76 

Построить интервальный вариационный ряд распределения покупок по 

продолжительности, создав 4 группы с одинаковыми интервалами. Обозначить элементы 

ряда. Изобразить его графически, сделать вывод. 

Ход решения задачи по статистике: 
Определяем элементы ряда распределения: варианты, частоты, частости, 

накопленные частоты. 

Но прежде рассчитаем границы 4 заданных групп с одинаковыми интервалами: 

Величину интервала определим по формуле . 

В нашем случае  

Границы групп соответственно равны: 

I 61+7=68 (61-68) 

II 68+7=75 (68-75) 

III 75+7=82 (75-82) 

IV 82+7=89 (82-89) 

Группы покупок по 

продолжительности, сек. 

Число 

покупок 

В процентах к 

итогу 

Накопленные 

частоты 

61-68 3 10 3 

68-75 9 30 12 

75-82 16 53,3 28 

82-89 2 6,7 30 

Итого 30 100   

Теперь графически отобразим наш интервальный вариационный ряд в виде 

гистограммы и кумуляты. 
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По таблице и графика можно сделать вывод о том, что преобладающее большинство 

покупок (16 или 53.3%) находится во временном интервале 75-82, сек. 

 

Практическая работа №58 

Тема 10.6: Составление таблиц и диаграмм на практике 

Цель: Научиться решать простейшие статистические задачи 

 

Теоретическая часть: 

Статистическая сводка – научно обработанный материал статистического 

наблюдения в целях получения обобщенной характеристики изучаемого явления. 

Группировка – распределение единиц изучаемого объекта на однородные типичные 

группы по существенным для них признакам. 

Интервал – разница между максимальным и минимальным значением признака в 

каждой группе. 

, где 

i – величина интервала; 

R – размах колебания (R=xmax-xmin) 

n – принятое число групп; 

xmax, xmin – наибольшее и наименьшее значение признака в изучаемой совокупности. 

, где 

N – число наблюдений 

Статистический ряд распределения – упорядоченное распределение единиц 

совокупности на группы по определенному варьирующему признаку. 

Дискретный вариационный ряд – характеризует распределение единиц 

совокупности по дискретному (прерывному) признаку. 

Интервальный вариационный ряд – характеризует распределение единиц 

совокупности по интервальному (непрерывному) признаку. 

Для изображения дискретных вариационных рядов распределения используется 

«полигон распределения». Для графического изображения интервального вариационного 

ряда применяются «гистограмма» и «кумулята». 

Средние величины – это показатели. Выражающие типичные черты и дают 

обобщающую количественную характеристику уровня признака по совокупности 

однородных явлений. 

1.  Средняя арифметическая: 
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2.  Средняя гармоническая: 

 
3.  Средняя квадратическая: 

 
4.  Средняя хронологическая: 

 
5.  Средняя геометрическая: 

 
К1, К2, К3 и Кn – коэффициенты динамики по отношению к предыдущему периоду. 

6.  мода интервальных рядов распределения вычисляется по следующей формуле: 

 
х0 – минимальная граница модального интервала; 

i – величина интервала; 

f2 – частота модального интервала; 

f1 – частота интервала, предшествующего модальному; 

f3 – частота интервала, следующего за модальным. 

Мода для дискретных рядов распределения – это наиболее часто встречающаяся 

величина признака в данной совокупности. 

7.  Медиана для интервальных рядов распределения вычисляется по формуле: 
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x0 – нижняя граница медианного интервала; 

i – величина медианного интервала; 

∑f – сумма частот ряда; 

SМЕ-1 – сумма накопленных частот, предшествующих медианному интервалу; 

fМЕ – частота медианного интервала. 

Чтобы определить медиану в дискретном вариационном ряду. Необходимо сумму 

частот разделить пополам и к полученному результату добавить ½. 

 

Решение задач: 

Задача по статистике 1. 
Имеются следующие данные об урожайности зерновых культур: 

Урожайность зерновых культур  Количество хозяйств 

До 20 30 

20-30 40 

30-40 60 

40 и выше 20 

Определить среднюю урожайность зерновых культур, моду и медиану. 

Ответ. 
средняя урожайность: 30,3 ц/га 

мода: 33,3 

медиана: 30,8 

Задача 2. 
Годы 97г. 98г. 99г. 2000г. 2001г. 

Производства зерна, тыс. 

тонн 
150 168 179 186 191 

Требуется определить: (цепным и базисным способом): 

1)  абсолютный прирост; 

2)  темп роста и прироста; 

3)  средний абсолютный прирост; 

4)  средние темпы роста и прироста. 

Ответ 2. 
цепным способом                             базисным способом 

абсолютный прирост 18                      абсолютный прирост 18 

11                                                        29 

7                                                          36 

5                                                          41 

темп роста 1,12                                 темп роста 1,12 

1,07                                                      1,19 

1,04                                                      1,24 

1,03                                                      1,27 

темп прироста 0,12                            темп прироста 0,12 

0,07                                                      0,19 

0,04                                                      0,24 

0,03                                                      0,27 

средний абсолютный прирост: 31       средний абсолютный прирост: 31 

средний темп роста 1,02                    средний темп роста: 1,05 

средний темп прироста 0,02                средний темп прироста: 0,05 

Задача 3. 
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Методом случайной повторной выборки было взято для проверки на вес 200 шт. 

деталей. В результате проверки был установлен средний вес детали 30 г. при среднем 

квадратическом отклонении 4 г. С вероятностью 0,954 требуется определить предел в 

котором находится средний вес деталей в генеральной совокупности. 

Ответ. 
Средний вес детали колеблется в пределах 29,44 ‹ х ‹ 30,56. 

 

Практическая работа №59 

Тема 10.6: Составление таблиц и диаграмм на практике 

Цель: Научиться работать с табличными данными 

 

Теоретическая часть: 

Понятие о статистических таблицах 

Особое место в статистике занимает табличный метод, который имеет 

универсальное значение. С помощью статистических таблиц осуществляется 

представление данных результатов статистического наблюдения, сводки и группировки. 

Поэтому обычно статистическая таблица определяется как форма компактного наглядного 

представления статистических данных. 

Анализ таблиц позволяет решать многие задачи при изучении изменения явлений во 

времени, структуры явлений и их взаимосвязей. Таким образом, статистические таблицы 

выполняют роль универсального средства рационального представления, обобщения и 

анализа статистической информации. 

Внешне статистическая таблица представляет собой систему построенных особым 

образом горизонтальных строк и вертикальных столбцов, имеющих общий заголовок, 

заглавия граф и строк, на пересечении которых и записываются статистические данные. 

Каждая цифра в статистических таблицах — это конкретный показатель, 

характеризующий размеры или уровни, динамику, структуру или взаимосвязи явлений в 

конкретных условиях места и времени, то есть определенная количественно-качественная 

характеристика изучаемого явления. 

Если таблица не заполнена цифрами, то есть имеет только общий заголовок, заглавия 

граф и строк, то мы имеем макет статистической таблицы. Именно с его разработки и 

начинается процесс составления статистических таблиц. 

Основными элементами статистической таблицы являются подлежащее и 

сказуемое таблицы. 

Подлежащее таблицы — это объект статистического изучения, то есть отдельные 

единицы совокупности, их группы или вся совокупность в целом. 

Сказуемое таблицы — это статистические показатели, характеризующие изучаемый 

объект. 

Подлежащее и показатели сказуемого таблицы должны быть определены очень 

точно. Как правило подлежащее распологается в левой части таблицы и составляет 

содержание строк, а сказуемое — в правой части таблицы и составляет содержание граф. 

Построение аналитических таблиц 

Построение аналитических таблиц таково. Любая таблица состоит из подлежащего 

и сказуемого. Подлежащее раскрывает экономическое явление, о котором идет речь в 

данной таблице и содержит набор показателей, отображающих это явление. Сказуемое 

таблицы поясняет, какие именно признаки отображают подлежащее. 

Практикой статистики разработаны следующие правила составления таблиц: 

 Таблица должна быть выразительной и компактной. Поэтому вместо одной 

громозкой таблицы по множеству признаков лучше сделать несколько небольших по 

объему, но наглядных, отвечающих задаче исследования таблиц. 

 Название таблицы, заглавия граф и строк следует формулировать точно и 

лаконично. 

https://www.grandars.ru/student/statistika/vidy-statisticheskogo-nablyudeniya.html
https://www.grandars.ru/student/statistika/gruppirovka-statisticheskih-dannyh.html
https://www.grandars.ru/student/statistika/gruppirovka-statisticheskih-dannyh.html
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 В таблице обязательно должны быть указаны: изучаемый объект, территория, и 

время к которым относятся приводимые в таблице данные, единицы измерения. 

 Если какие-то данные отсутствуют, то в таблице либо ставят многоточие, либо 

пишут "нет сведений", если какое-то явление не имело места, то ставят тире 

 Значения одних и тех же показателей приводятся в таблице с одинаковой 

степенью точности. 

 Таблица должна иметь итоги по группам, подгруппам и в целом. Если 

суммирование данных невозможно, то в этой графе ставят знак умножения "*". 

 В больших таблицах после каждых пяти строк деляют промежуток, чтобы было 

удобнее читать и анализировать таблицу. 

Виды статистических таблиц 

Среди методов экономического анализа наиболее распространен табличный метод 

(способ) отображения исследуемых цифровых данных. Дело в том, что как исходные 

данные для проведения анализа, так и различные расчеты, а также результаты проведенного 

исследования оформляются в виде аналитических таблиц. Таблицы представляют собой 

весьма целесообразную и наглядную форму отображения числовой информации, 

используемой в анализе хозяйственной деятельности. В аналитических таблицах в 

определенном порядке располагается цифровая информация об изучаемых экономических 

явлениях. Табличный материал гораздо более информативен и нагляден по сравнению с 

текстовым изложением материала. Таблицы позволяют представить аналитические 

материалы в виде единой целостной системы. 

Вид статистической таблицы определятеся характером разработки показателей ее 

полежащего. 

Различают три вида статистических таблиц: 

 простые 

 групповые 

 комбинационные 

Простые таблицы содержат перечень отдельных единиц, входящих в состав 

совокупности анализируемого экономического явления. В групповых таблицах цифровая 

информация в разрезе отдельных составных частей исследуемой совокупности данных 

объединяется в определенные группы в соответствии с каким-либо 

признаком. Комбинированные таблицы содержат отдельные группы и подгруппы, на 

которые подразделяются экономические показатели, характеризующие изучаемое 

экономическое явление. При этом такое подразделение осуществляется не по одному, а по 

нескольким признакам. в групповых таблицах осуществляется простая группировка 

показателей, а в комбинированных — комбинированная группировка. Простые таблицы 

вообще не содержат никакой группировки показателей. Последний вид таблиц содержит 

лишь несгруппированный набор сведений об анализируемом экономическом явлении. 

В зависимости от этапа статистического исследования таблицы делятся на: 

 разработочные (вспомогательные), цель которых обобщить информацию по 

отдельным единицам совокупности для получения итоговых показателей. 

 сводные, задача которых показать итоги по группам и всей совокупности в целом. 

 аналитические таблицы, задача которых — расчет обобщающих характеристик 

и подготовка информационной базы для анализа и структуры и структурыных сдвигов, 

динамики изучаемых явлений и взяимосвязей между показателями. 

Итак, мы рассмотрели табличный метод отображения исследуемых цифровых 

данных, широко используемый в ходе проведения анализа экономических явлений, 

статистических данных и хозяйственной деятельности организаций. 

 

Решение задач: 

Задача 1.  

https://www.grandars.ru/college/ekonomika-firmy/ekonomicheskiy-analiz.html
https://www.grandars.ru/college/ekonomika-firmy/hozyaystvennaya-deyatelnost-predpriyatiy.html
https://www.grandars.ru/college/ekonomika-firmy/ekonomicheskie-pokazateli.html
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Чемпионат по хоккею проходил в четыре круга. Алексей следил за количеством 

заброшенных шайб своих любимых команд и записывал результаты в таблицу. Используя 

данные этой таблицы, ответь на вопрос. 

Номер игрового 

круга 
«Металлург» 

«Салават 

Юлаев» 
«Ак Барс» 

Первый круг 32 35 29 

Второй круг 40 45 34 

Третий круг 37 38 30 

Четвёртый круг 44 31 46 

Сколько шайб было заброшено командой «Металлург» в четвёртом круге? 

Задача 2.  
Ниже приведены данные за три года о количестве дождливых дней в июне-октябре 

в Старом Осколе. Используя эти данные, ответь на вопрос. 

Месяц 2013 год 2014 год 2015 год 

Июнь 11 6 8 

Июль 8 3 8 

Август 9 5 0 

Сентябрь 13 4 1 

Октябрь 7 3 5 

Сколько дождливых дней было в Старом Осколе в сентябре 2014 года? 

Задача 3.  
На игре КВН судьи поставили оценки командам за конкурсы: 

Команда 

Баллы 

за конкурс 

«Приветствие» 

Баллы 

за конкурс 

«СТЭМ» 

Баллы за 

музыкальный 

конкурс 

«Диоды» 23 20 24 

«Шарм» 28 21 22 

«Блеск» 21 18 27 

«Лирики» 27 22 20 

Какая команда набрала наибольшее число баллов в конкурсе «Приветствие»? 

В ответе укажите одно слово — название команды в именительном падеже. 

Задача 4.  
В таблице приведены данные о количестве девочек и мальчиков в пяти четвёртых 

классах школы. Используя эти данные, ответьте на вопрос. 

  
Количество школьников 

4 «А» 4 «Б» 4 «В» 4 «Г» 4 «Д» 

Мальчики 13 10 15 16 17 

Девочки 15 14 14 12 9 

В каком классе наибольшая разница между числом мальчиков и девочек? 

Задача 5.  
В таблице приведены данные о численности населения трёх областей России в 

разные годы (в тыс. человек). Используя эти данные, ответьте на вопрос. 
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 Область 
Численность населения 

1970 г. 1979 г. 1990 г. 2000 г. 2010 г. 

Астраханская 1400 1467 1575 1390 1230 

Мурманская 800 965 1191 941 795 

Калининградская 730 807 881 959 940 

В каком году численность населения в Астраханской области была наибольшей? 

В ответе укажите число — год. 

Задача 6.  
Баскетбольная команда детской спортивной школы встречалась с командами 

нескольких школ. Количество очков, набранных игроками, тренер записывал в таблицу. 

Используя таблицу, ответьте на вопрос. 

Номер игры Артём Тимур Владимир 

Первая игра 2 9 9 

Вторая игра 6 5 8 

Третья игра 8 2 7 

Четвёртая игра 4 10 9 

Сколько очков набрал Владимир в третьей игре? 

Задача 7.  
Ниже приведены данные о количестве различных отметок по математике за 

четвёртую четверть в разных классах одной школы. Используя эти данные, ответь на 

вопросы. 

Класс Отметка «3» Отметка «4» Отметка «5» 

4 «А» 6 11 6 

4 «Б» 2 13 8 

4 «В» 5 12 5 

4 «Г» 7 9 10 

Сколько пятёрок по математике в 4 «Г» классе? 

Задача 8.  
В течение трёх лет учитель фиксировал количество «пятёрок» за контрольные 

работы по математике для одной и той же группы детей. Эти данные представлены в 

таблице. 

Месяц 
Год 

2013 год 2014 год 2015 год 

Сентябрь 16 14 17 

Октябрь 6 4 10 

Ноябрь 8 16 5 

Декабрь 16 5 18 

В каком месяце 2014 года было наибольшее количество «пятёрок»? 

В ответе укажите одно слово — название месяца в именительном падеже. 

Задача 9.  
Пётр Иванович выращивает морковь, лук и свёклу. Каждый овощ он выращивал на 

отдельном участке в течении четырёх лет. Пётр Иванович заносит в таблицу количество 
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килограммов урожая, которое он получает с каждого участка за год. Используя таблицу, 

ответьте на вопрос. 

Годы по порядку Морковь Лук Свёкла 

Первый год 750 кг 560 кг 690 кг 

Второй год 720 кг 380 кг 740 кг 

Третий год 630 кг 730 кг 680 кг 

Четвёртый год 690 кг 710 кг 620 кг 

Урожайность какого овоща была наибольшей за второй год? 

В ответе укажите одно слово — название овоща в именительном падеже. 

 

Практическая работа №60 

Тема 10.6: Составление таблиц и диаграмм на практике 

Цель: Научиться работать с диаграммами 

 

Теоретическая часть: 

Наиболее распространенным способом графического изображения статистической 

информации являются диаграммы. 

Диаграммы принято подразделять по их форме на следующие виды: 

 столбиковые диаграммы; 

 полосовые диаграммы; 

 круговые диаграммы; 

 линейные диаграммы; 

 фигурные диаграммы; 

Другим признаком подразделения диаграмм является их содержание. По этому 

признаку они подразделяются на диаграммы сравнения, структурные, динамические, 

графики связи, графики контроля и др. 

Диаграммы сравнения отражают соотношения различных исследуемых объектов 

в связи с каким-либо экономическим показателем. Самыми удобными графиками, на 

которых осуществляется сопоставление величин экономических показателей, являются 

столбиковые и полосовые диаграммы. Для изображения таких диаграмм применяется 

прямоугольная система координат. На оси абсцисс таких графиков помещается основа для 

определенных столбцов одинакового размера для всех исследуемых объектов. Высота 

каждого их столбцов должна выражать величину того экономического показателя, который 

отражен в определенном масштабе на оси ординат. Таковы особенности столбиковых 

диаграмм. Проиллюстрируем их следующей схемой (см. схему №1). 

Полосовые диаграммы, в отличие от столбиковых, изображают по горизонтали: 

основа полос располагается на оси ординат, а экономические показатели в определенном 

масштабе — на оси абсцисс. 

Каковы же особенности круговых и квадратных диаграмм? В ряде случаев 

диаграммы сравнения представляют собой круги либо квадраты; их площадь является 

пропорциональной величине определенных экономических показателей. 

Фигурные диаграммы содержат соотношения определенных экономических 

показателей (объектов), которые представлены в условном виде как определенные 

художественные фигуры, например, головы крупного рогатого скота, какие-либо машины, 

и др. Такие диаграммы при первом же взгляде на них фиксируют на себе внимание, и 

представляют определенную числовую информацию в наиболее доходчивом виде. 

Структурные диаграммы (иначе-секторные) дают возможность представить состав 

исследуемых экономических показателей и долю (удельный вес) конкретных частей в 

совокупной сумме экономического показателя. В рассматриваемых диаграммах 

https://www.grandars.ru/student/statistika/graficheskoe-predstavlenie-dannyh.html
https://www.grandars.ru/student/statistika/graficheskoe-predstavlenie-dannyh.html
https://www.grandars.ru/college/ekonomika-firmy/ekonomicheskie-pokazateli.html
https://www.grandars.ru/college/ekonomika-firmy/ekonomicheskie-pokazateli.html
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экономические явления представляются как определенные геометрические фигуры (круги 

или квадраты), которые разбиты на несколько секторов. Площадь круга или квадрата 

принимается равной ста процентам либо единице. Площадь же любого данного сектора 

характеризуется долей рассматриваемой части в составе ста процентов или единицы. 

Динамические диаграммы характеризуют динамику, то есть изменения 

количественной оценки данного экономического явления в течение известных периодов 

времени. С этой целью могут применяться любые из рассмотренных видов диаграмм 

(столбиковые, полосовые, круговые, квадратные, фигурные). Вместе с тем чаще всего здесь 

используются линейные диаграммы (графики). На таких диаграммах изменение 

количественной оценки экономического явления изображается определенной линией, 

которая выражает непрерывность происходящего процесса. На оси абсцисс линейного 

графика изображаются определенные периоды времени, а на оси ординат — 

соответствующие величины данного экономического явления за рассматриваемые периоды 

времени в соответствии с принятым числовым масштабом. 

 

Решение задач: 

Задача 1. 
Используя диаграмму, ответьте на вопрос. 

 
Сколько детей родилось в марте? 

Задача 2.  
На диаграмме показано распределение дневной нормы питания, которую 

рекомендуют врачи. Используя диаграмму, ответьте на вопрос. 

 
Сколько раз в день рекомендуют питаться врачи? 

В ответе укажите цифру — количество раз. 

Задача 3.  
Изображённая ниже диаграмма посадок в саду наглядно показывает, какая часть сада 

отведена под яблони, груши и кусты смородины. Используя диаграмму, ответьте на вопрос. 
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Какие деревья занимают большую часть сада? 

 

Практическая работа №61 

Тема 10.7: Контрольная работа по разделу 10 «Элементы комбинаторики, 

статистики и теории вероятностей» 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 10 «Элементы 

комбинаторики, статистики и теории вероятностей» 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных.  

1. (1 балл) Комбинаторика - это раздел математики, отвечающий на вопросы 

сколькими способами можно выбрать элементы …  

А) заданного конечного множества; Б) бесконечного множества; В) любого 

множества; Г) иррациональных чисел.  

2. (1 балл) Соединения из n элементов, отличающиеся друг от друга только порядком 

расположения в них элементов, называются:  

А) перестановками; Б) сочетаниями; В) размещениями; Г) комбинациями. 

3. (1 балл) Число всех возможных размещений вычисляется по формуле:  

А) 𝐴𝑛
𝑚 = 𝑛(𝑛 − 𝑚); Б) 𝐴𝑛

𝑚 = 𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑚 + 1); B) 𝐴𝑛
𝑚 =

𝑛!

(𝑛−𝑚)!
; Г) 𝐴𝑛

𝑚 = 𝑛(𝑛 +

𝑚) 

4. (1 балл) Группировка – это…  

А) упорядочение единиц совокупности по признаку; Б) разбиение единиц 

совокупности на группы по признаку; В) обобщение единичных фактов; Г) обобщение 

единичных признаков.  

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) В среднем из 2000 садовых насосов, поступивших в продажу, 6 

подтекают. Найдите вероятность того, что один случайно выбранный для контроля насос 

не подтекает?  

6. (2 балла) Сравнить всхожесть семян любых трех видов однолетних цветов за 

последние 3 года. Составить диаграмму по найденным данным. Сделать выводы.  

7. (2 балла) Цветоводу предложили украсить клумбу цветами, используя 3 вида. 

Сколько различных вариантов есть у цветовода, если есть выбор из 5 видов разной рассады?  

8. (2 балла) Сколькими способами можно посадить 4 кустарника в один ряд? 

 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ А А В А 0,997 - 10 24 
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Практическая работа №62 

Тема 11.2: Параллельность прямых, прямой и плоскости, плоскостей 

Цель: Научиться решать задачи, используя свойства параллельных плоскостей 

 

Теоретическая часть: 

Определение. Прямая и плоскость называются параллельными, если они не имеют 

общих точек (а || ) 

Признак параллельности прямой и плоскости. 
Теорема. Если прямая, не лежащая в данной плоскости, параллельна какой-нибудь 

прямой, лежащей в этой плоскости, то она параллельна самой плоскости. 

 
рис. 1 

 

Замечания. 

 
рис. 2 

Если плоскость проходит через данную прямую, 

параллельную другой плоскости, и пересекает эту плоскость, то 

линия пересечения плоскостей параллельна данной прямой. 

Если одна из двух параллельных прямых параллельна 

данной плоскости, а другая прямая имеет с плоскостью общую 

точку, то эта прямая лежит в данной плоскости. 

Выводы. 

Случаи взаимного расположения прямой и плоскости: 

а) прямая лежит в плоскости; 

б) прямая и плоскость имеют только одну общую точку; 

в) прямая и плоскость не имеют ни одной общей точки. 

 
рис. 3 

Определение. Две плоскости называются 

параллельными, если они не имеют общих точек. 

 

Параллельность плоскостей  и  обозначается так:  || . 

Рассмотрим признак параллельности двух плоскостей. 

 

Теорема. Если две пересекающиеся прямые одной 

плоскости соответственно параллельны двум прямым другой 

плоскости, то эти плоскости параллельны. 

Случаи взаимного расположения плоскостей: 

рис. 4 

плоскости  и  пересекаются. 

 
рис. 5 

плоскости  и  параллельны. 

Свойства параллельных плоскостей: 
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рис. 6 

1. Если две параллельные плоскости пересечены 

третьей, то линии их пересечения параллельны. 

 
рис. 7 

2. Отрезки параллельных прямых, заключённые между 

параллельными плоскостями, равны. 

 

Решение задач: 

Дан угол AOD и две параллельные плоскости α и β. 

 
Плоскость α пересекает стороны угла OA и OD соответственно в точках A и D, 

плоскость β эти стороны пересекает соответственно в точках B и C. 

Дано: 

OB= 8 

AB= 6 

BC= 9 

CD= 2 

Найти AD, OD 

Через точку O, которая находится между параллельными плоскостями α и β, 

проведены прямые c и d, пересекающие плоскости так, что точки A и B находятся в 

плоскости α, а точки C и D - в плоскости β AB=18 см, DO=26 см и AC=3⋅AO 

Вычислить: BD;CD 
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Параллельные плоскости α и β пересечены прямыми c и d   

Стороны ∡N пересекают параллельные плоскости β и α в точках C,D и A,B. 

Вычисли длину отрезка AB, если NA=13 см, NC=20 см и CD=55 см. 

 
Стороны ∡N пересекают параллельные плоскости β и α  

Даны параллельные плоскости α и β. Точки A и B находятся в плоскости α, а 

точки C и D в плоскости β. Длина отрезка AC=7, длина отрезка BD=12. 

Сумма проекций этих отрезков в плоскости β равна 8. 

Найти длину проекций обоих отрезков. 

 
 

Практическая работа №63 

Тема 11.4: Теорема о трех перпендикулярах. Решение задач 

Цель: Научиться решать задачи, используя теорему о трех перпендикулярах 

 

Теоретическая часть: 

Имеем плоскость α (рис. 1). В плоскости α  лежит прямая b. АН – перпендикуляр к 

плоскости α, АМ – наклонная, МН - проекция наклонной АМ на плоскость α.  

По теореме о трех перпендикулярах, наклонная перпендикулярна к прямой b тогда 

и только тогда, когда ее проекция перпендикулярна к прямой b. 

 

 
Рис. 1  

В теореме идет речь трех перпендикулярах. Укажем их: 

АH – это перпендикуляр к плоскости α, а значит, к прямой b. 

HМ – проекция, перпендикуляр к прямой b. 

АМ – наклонная, перпендикуляр к прямой b. 

https://interneturok.ru/lesson/geometry/10-klass/perpendikulyarnost-pryamyh-i-ploskostejb/tipovye-zadachi-na-primenenie-teoremy-o-treh-perpendikulyarah-na-ugol-mezhdu-pryamoy-i-ploskostyu#mediaplayer
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Угол между прямой и плоскостью 

Рассмотрим плоскость α и прямую а, а = АМ (рис. 2). Пусть прямая а пересекает 

плоскость α, но не перпендикулярна ей. Тогда углом между прямой а и плоскостью α 

называется угол между прямой а и ее проекцией на эту плоскость. То есть, угол меду 

прямой а и плоскостью α - это угол АМН. Пусть  

 
Рис. 2 

Свойство угла между прямой и плоскостью 
Через точку М в плоскости α проведем прямую МВ (рис. 2). Рассмотрим угол между 

прямой а и прямой МВ, назовем его φ. Тогда по свойству угла между прямой и плоскостью 

получаем, что . 

 

Решение задач: 

Задача 1 

Прямая АК перпендикулярна к плоскости правильного треугольника АВС, точка М – 

середина стороны ВС. 

1) Докажите, что МК ⊥ ВС 

2) Найдите угол между прямой КМ и плоскостью АВС, если АК = а, ВС = 2а. 

1) Дано: 

AB = BC = CA, 

AK ⊥ ABC, 

BM = MC. 

Доказать: МК ⊥ ВС. 

 
Рис. 3 

Доказательство: 

АМ - это проекция наклонной КМ на плоскость АВС. АМ - медиана. По свойству 

правильного треугольника медиана АМ является и высотой, то есть 

прямые ВС и АМ перпендикулярны. 

Первый способ: 

Прямая ВС перпендикулярна АМ - проекции наклонной МК. По теореме о трёх 

перпендикулярах получаем, что прямая ВС перпендикулярна и наклонной МК, что и 

требовалось доказать. 

https://interneturok.ru/lesson/geometry/10-klass/perpendikulyarnost-pryamyh-i-ploskostejb/tipovye-zadachi-na-primenenie-teoremy-o-treh-perpendikulyarah-na-ugol-mezhdu-pryamoy-i-ploskostyu#mediaplayer
https://interneturok.ru/lesson/geometry/10-klass/perpendikulyarnost-pryamyh-i-ploskostejb/tipovye-zadachi-na-primenenie-teoremy-o-treh-perpendikulyarah-na-ugol-mezhdu-pryamoy-i-ploskostyu#mediaplayer
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Второй способ: 

Прямая АК перпендикулярна плоскости АВС, а значит, и прямой ВС, лежащей в 

плоскости АВС. Имеем, ВС перпендикулярна АМ, ВС перпендикулярна АК, значит, ВС 

перпендикулярна плоскости МАК, а значит, и прямой МК, лежащей в этой плоскости, что и 

требовалось доказать. 

2) Дано: 

АВ = ВС = СА, 

АК ⊥ АВС, 

ВС = 2а, 

АК = а, 

Найти: ∠(КМ; АВС) 

Решение: 

Углом между прямой и плоскостью называется угол между прямой и ее проекцией 

на плоскости. Мы имеем наклонную МК, имеем ее проекцию АМ. Значит, углом между 

прямой МК и плоскостью АВС является угол АМК. 

Треугольник АВС – правильный. Значит, все его углы равны 60°. Значит, ∠АВС = 

60°. 

Рассмотрим треугольник АМВ. Он прямоугольный, так как АМ ⊥ ВС. Найдем АМ: 

 

Рассмотрим прямоугольный треугольник АМК. AK = a,  

 

Угол АМК – острый, значит,  

Ответ: 30°. 

Задача 2 

Из точки М проведен перпендикуляр МВ к плоскости прямоугольника АВСD (рис. 

4). 

1) Докажите, что треугольники АМD и МСD – прямоугольные. 

2) Найдите угол между прямой МD и плоскостью АВС, если СD = 3см, 

АD = 4 см, МВ=5 см. 

 
Рис. 4 

1) Дано: прямоугольник АВСD, МВ ⊥ АВС.  

Доказать: ∆АМD и  ∆МСD – прямоугольные 

Доказательство: 

МВ – перпендикуляр к плоскости АВС. МА – наклонная, ВА - ее проекция. 

Проекция ВА перпендикулярна прямой АD из плоскости АВС. Значит, и 

наклонная МА перпендикулярна DА (по теореме о трех перпендикулярах). Таким образом, 

треугольник АМD - прямоугольный, так как угол МАD - прямой. 

https://interneturok.ru/lesson/geometry/10-klass/perpendikulyarnost-pryamyh-i-ploskostejb/tipovye-zadachi-na-primenenie-teoremy-o-treh-perpendikulyarah-na-ugol-mezhdu-pryamoy-i-ploskostyu#mediaplayer
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Аналогично, МС – наклонная, ВС - проекция наклонной МС на плоскость АВС. 

Проекция ВС перпендикулярна СD, значит, и наклонная МС перпендикулярна СD(по 

теореме о трех перпендикулярах). Угол МСD прямой, треугольник МСD прямоугольный. 

2) Дано: 

АВСD – прямоугольник, МD ⊥ АВС 

СD = 3 см, АD = 4 см, МВ = 5 см. 

Найти: ∠(DМ; АВС). 

Решение: 

Угол между прямой и плоскостью - это угол между прямой и ее проекцией на 

плоскость. DМ - наклонная, DВ ее проекция на плоскость АВС, следовательно, нам нужно 

найти угол МDВ. Обозначим его за φ. 

Рассмотрим прямоугольный треугольник ВАD. АВ = СD = 3 см (как 

противоположные стороны прямоугольника). Найдем ВD по теореме Пифагора. 

 
Рассмотрим прямоугольный треугольник МВD. Найдем угол ВDМ. 

 

Угол φ – острый, значит,   

Ответ:  

 

Практическая работа №64 

Тема 11.5: Параллельные, перпендикулярные и скрещивающиеся прямые 

Цель: Научиться находить угол между скрещивающимися прямыми, привести 

практические примеры параллельных и скрещивающихся прямых 

 

Теоретическая часть: 

Возможны три случая расположения прямых в пространстве: 

 параллельно 

 

 пересекаются 

 

 скрещиваются 

 

 

Угол между скрещивающимися прямыми 

Углом между скрещивающимися прямыми называют угол между 

пересекающимися прямыми, соответственно параллельными данным скрещивающимся 

прямым. 

https://www.resolventa.ru/metod/presentsch.htm#perpr
https://www.resolventa.ru/metod/presentsch.htm#paralp
https://www.resolventa.ru/metod/presentsch.htm#sp
https://www.resolventa.ru/metod/presentsch.htm#sp
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На рисунке  изображены скрещивающиеся прямые   a  и   b. Прямая a' параллельна 

прямой a, прямая b' параллельна прямой b. Прямые a' и b' пересекаются. Угол   φ  и 

является углом между скрещивающимися прямыми   a  и   b. 

 

Решение задач: 

1) Задача. В кубе   ABCDA1B1C1D1   найти угол между прямыми   AB1   и   BC1. 

Решение. Поскольку прямая   AB1   пересекает плоскость   BB1C1   в 

точке   B1,   которая не лежит на прямой   BC1,   то по признаку скрещивающихся 

прямых прямые   AB1   и   BC1   скрещиваются. 

 
Для того, чтобы найти угол между прямыми   AB1   и   BC1, проведем в кубе 

диагональ боковой грани   AD1   и диагональ верхнего основания   D1B1   (рис. 4). 

 
По определению угла между скрещивающимися прямыми угол   D1AB1   и является 

углом между прямыми AB1   и   BC1.   Поскольку треугольник   AD1B1   равносторонний, 

угол   D1AB1   равен   60°. 

Ответ. 60°. 

2) Приведите примеры параллельных и скрещивающихся прямых, встречающихся в 

окружающем мире. 

Решение: 

Примеры параллельных прямых: два провода линии электропередач; ширина пола и 

ширина полка; две полосы автомобильной дороги. 

 

Практическая работа №65 

Тема 11.5: Параллельные, перпендикулярные и скрещивающиеся прямые 

Цель: Научиться решать задачи профессионально-ориентированной 

направленности 

 

Теоретическая часть: 

На плоскости две прямые или пересекаются, или параллельны друг другу. 

А в пространстве возможен еще один случай взаимного расположения прямых. 

https://www.resolventa.ru/uslugi/uslugischoolmar.htm#prizma12
https://www.resolventa.ru/metod/presentsch.htm#2pr2
https://www.resolventa.ru/metod/presentsch.htm#2pr2
https://www.resolventa.ru/uslugi/uslugischoolmar.htm#prizma6
https://www.resolventa.ru/uslugi/uslugischoolmar.htm#prizma9
https://www.resolventa.ru/metod/presentsch.htm#2pr3
https://www.resolventa.ru/spr/planimetry/treq.htm#treq4
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Две прямые в пространстве параллельны друг другу, пересекаются или 

скрещиваются. 

Если две прямые параллельны третьей, то они параллельны друг другу. 

Скрещивающиеся прямые не пересекаются и не параллельны друг другу. Через 

них невозможно провести плоскость. Скрещивающиеся прямые лежат в параллельных 

плоскостях. 

 

Решение задач 

1. Два грузовика выехали в рейс по взаимно-перпендикулярным дорогам. Скорость 

одного – 50 км/ч, скорость другого – 60 км/ч, в данный момент они находятся на расстоянии 

7 км и 10 км от начала пути. Через какое время расстояние между ними будет 35 км?  

2. Сколько потребуется бетона для того чтобы залить швеллер с параллельными 

гранями полок 12П длиной 10м? 

 
 

Практическая работа №66 

Тема 11.6: Контрольная работа по разделу 11 «Прямые и плоскости в пространстве» 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 11 «Прямые и 

плоскости в пространстве» 

 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных.  

1. (1 балл) Расшифруйте краткую запись: a∈𝛽.  

А) точка a принадлежит плоскости 𝛽; Б) точка a принадлежит прямой 𝛽; В) прямая a 

принадлежит плоскости 𝛽; Г) прямая a пересекает плоскость 𝛽.  

2. (1 балл) Прямые АВ и СД скрещиваются. Какое расположение имеют прямые АС 

и ВД?  

А) параллельные; Б) перпендикулярные; В) скрещиваются; Г) пересекаются.  
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3. (1 балл) Плоскости 𝛼 и 𝛽 имеют 1 общую точку. Каково их взаимное 

расположение?  

А) параллельны; Б) пересекаются по прямой; В) совпадают; Г) скрещиваются.  

4. (1 балл) Если прямая, проведенная на плоскости через основание наклонной, 

перпендикулярна ее проекции, то она…  

А) перпендикулярна и самой наклонной; Б) параллельна и самой наклонной; В) 

скрещивается с наклонной; Г) перпендикулярна основанию наклонной.  

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) Через концы отрезка АВ и его середину М проведены параллельные 

прямые, пересекающие некоторую плоскость в точках А1, В1 и М1. Найдите длину отрезка 

ММ1, если отрезок АВ не пересекает плоскость и если АА1 = 6,8см, ВВ1 = 7,4см.  

6. (2 балла) Прямые АС, АВ и АД попарно перпендикулярны. Найдите отрезок СД, 

если АВ = 5 см, ВС = 13 см, АД = 9 см.  

7. (2 балла) Из точки к плоскости проведены две наклонные. Найдите длины общего 

перпендикуляра, если проекции наклонных относятся как 2:3 и длины наклонных равны 23 

см и 33 см.  

8. (2 балла) Начертить куб АВСДА1В1С1Д1. Построить точку К∈АВ, точку М∈ДД1С, 

отрезок РЕ∈А1В1С1. 

 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ В В Б А 7,1 15 9 - 

 

Практическая работа № 67 

Тема 12.5: Боковая и полная поверхность призмы, пирамиды 

Цель: Научить вычислять боковую и полную поверхность призмы и пирамиды 

 

Теоретическая часть: 

Призма 

 
Площадь поверхности: S=2Sосн+Sбок, где Sбок – площадь боковой поверхности, 

равная сумме площадей всех граней. 

 
Прямая призма – призма, боковое ребро которой перпендикулярно основанию. 

Объем: V=Sосн·l . 

Площадь боковой поверхности: Sбок=P∙l, где P – периметр основания.  

Правильная призма – прямая призма, основание которой – правильный 

многоугольник.  
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Параллелепипед – призма, основание которой – параллелограмм. Все грани 

параллелепипеда являются параллелограммами. 

Прямоугольный параллелепипед – призма, все грани которой – прямоугольники. 

Свойства диагоналей: AC1=BD1=CA1=DB1=d; d2=a2+b2+c2. 

Площадь поверхности: S=2∙(ab+ac+bc). 

Куб – призма, все грани которой – квадраты (a=b=c). Куб является 

параллелепипедом и обладает всеми его свойствами. 

; S=6a2. 

 Пирамида — это многогранная объемная фигура, ограниченная плоским 

многоугольником (основой) и треугольниками, имеющих общую вершину, не лежащую в 

плоскости основания. 

 

Объём и площадь поверхности пирамиды 

Формула. Объем пирамиды через площадь основы и высоту:  
V = Sосн∙H 

Определение. Боковая поверхность пирамиды - это совокупная площадь всех 

боковых граней пирамиды. 

Определение. Полная поверхность пирамиды - это совокупность площадей 

боковой поверхности и площади основания пирамиды. 

Формула. Площадь боковой поверхности правильной пирамиды через периметр 

основания и апофему: 

Sb =  
1 

ph 
2 

Пример 1. Чему равна полная поверхность прямой треугольной призмы, если ее 

высота равна 50, а стороны основания 13, 37 и 40? 

Решение: 

Периметр основания призмы равен P=13+17+40=90.  

Площадь боковой поверхности Sбок= 90∙50=4500. 

Площадь основания найдем по формуле Герона. Его полупериметр p=45 и 

. 

Осталось вычислить полную поверхность призмы: S=2∙240+4500=4980. 

Ответ: 4980. 

Пример 2. В основании прямой призмы ABCDA1B1C1D1 лежит квадрат со стороной 

2. Боковое ребро призмы равно . Найдите градусную меру угла между плоскостью 

треугольника AB1C  и плоскостью основания призмы. 

Решение: 
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Плоскость AB1C пересекает плоскость основания про прямой AC. Построим 

линейный угол, соответствующий углу между этими плоскостями. Т.к. ABCD – квадрат, то 

его диагонали пересекаются под прямым углом, т.е. . Далее, т.к. призма 

правильная, то B1A=B1C. Треугольник AB1C  – равнобедренный. Его медиана B1O является 

также его высотой, т.е. . Следовательно, линейный  равен углу между 

плоскостями. 

Рассмотрим треугольник B1OB. Поскольку призма – прямая, то угол B в 

треугольнике – прямой. B1B= по условию задачи. . Т.к. катеты в 

прямоугольном треугольнике B1OB равны, то =450. 

Ответ: 450. 

 

Решение заданий: 

1.В прямоугольном параллелепипеде стороны основания равны 12 см и 5 см. 

Диагональ параллелепипеда образует с плоскостью основания угол в 45°. Найдите боковое 

ребро параллелепипеда. 

2.Основанием прямого параллелепипеда является ромб с диагоналями 10 см и 24 см, 

а высота параллелепипеда равна 10 см. Найдите большую диагональ параллелепипеда. 

3.Сторона основания правильной треугольной призмы равна 8 см, боковое ребро 

равно 6 см. Найдите площадь сечения, проходящего через сторону верхнего основания и 

противолежащую вершину нижнего основания. 

4.В правильной n-угольной призме сторона основания равна а и высота равна h. 

Вычислите площади боковой и полной поверхности призмы, если: а) n = 3, а = 10 см, h = 15 

см; б) n = 4, а = 12 дм, h = 8 дм; в) n = 6, а = 23 см, h = 5 дм; г) n = 5, а = 0,4 м, h = 10 см. 

5.Основание прямой призмы — треугольник со сторонами 5 см и 3 см и углом в 120° 

между ними. Наибольшая из площадей боковых граней равна 35 см2. Найдите площадь 

боковой поверхности призмы. 

6.Стороны основания прямого параллелепипеда равны 8 см и 15 см и образуют угол 

в 60°. Меньшая из площадей диагональных сечений равна 130 см2. Найдите площадь 

поверхности параллелепипеда. 

7. Дана  правильная   четырехугольная   пирамида  со   стороной   основания  2  см  и   

высотой   боковой  грани   6  см.    Найдите   площадь    

боковой  поверхности   пирамиды. 

8. Высота    правильной    четырехугольной   пирамиды  7см,  сторона   основания   

8см.    Определите    боковое  ребро. 

 9. Дано: SO = 4 - высота пирамиды. ABCD - прямоугольник, AD = ВС = 6; AВ = DC 

= 8. Найти: Sполн., Sбок., V. 

 

Решение:  
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 (средняя линия ΔADC). OK = 4. 

    

 

 (Ответ: ) 

 

Практическая работа№ 68 
Тема 12.7: Примеры симметрий в профессии 

Цель: Рассмотреть примеры симметрии вокруг нас 

 

Теоретическая часть: 

Рассмотрим понятие симметрии с геометрической точки зрения. 

В учебнике по геометрии это понятие вводится следующим образом. Точки А и А1 

называются симметричными относительно точки О (центр симметрии), если О – середина 

отрезка АА1 (рис. 1, а). Точка О считается симметричной самой себе. 

Точки А и А1 называются симметричными относительно прямой а (ось симметрии), 

если прямая а проходит через середину отрезка АА1 и перпендикулярна к этому отрезку 

(рис. 1, б). Каждая точка прямой а считается симметричной самой себе. 

Точки А и А1 называются симметричными относительно плоскости    (плоскость 

симметрии), если плоскость     проходит через середину отрезка АА1    и перпендикулярна 

к этому отрезку (рис.1,в). Каждая точка плоскости     считается симметричной самой себе.  

Точка (прямая, плоскость) называется центром (осью, плоскостью) симметрии 

фигуры, если каждая точка фигуры симметрична относительно неё некоторой точке той же 

фигуры. Если фигура имеет  (рис. 1) центр (ось, плоскость симметрии), то говорят, что она 

обладает центральной (осевой, зеркальной) симметрией. 

Выделяя геометрическую симметрию, говорим о положении, форме, структуре. Это 

та симметрия, которую можно непосредственно видеть. 

 
Симметрию можно обнаружить почти везде, если знать, как ее искать. Многие 

народы с древнейших времен владели представлением о симметрии в широком смысле -- 

как об уравновешенности и гармонии. Творчество людей во всех своих проявлениях 

тяготеет к симметрии. Посредством симметрии человек всегда пытался, по словам 

немецкого математика Германа Вейля, «постичь и создать порядок, красоту и 

совершенство». Г. Вейль под симметрией понимал «неизменность какого-либо объекта, при 

определенного, рода преобразованиях; предмет является симметричным, в том случае, 

когда его можно подвергнуть какой-нибудь операции, после которой он будет выглядеть 

так же, как и до преобразования». Определенную главу Г. Вейль посвятил орнаментной 
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симметрии. Упорядоченность и подчиненность определенному набору правил мы 

обнаруживаем в узорах и орнаментах (см. рис. 16). 

Нельзя не увидеть симметрию и в ограненных драгоценных камнях. Многие 

гранильщики стараются придать бриллиантам форму тетраэдра, куба, октаэдра или 

икосаэдра. Так как гранат имеет те же элементы что и куб, он высоко ценится знатоками 

драгоценных камней. Художественные изделия из гранатов были обнаружены в могилах 

Древнего Египта, относящихся еще к додинастическому периоду (свыше двух тысячелетий 

до н.э.). 

В коллекциях Эрмитажа особым вниманием пользуются золотые украшения 

древних скифов. Необычайно тонка художественная работа золотых венков, диадем, дерева 

и украшенных драгоценными красно-фиолетовыми гранатами. 

Одним из самых наглядных использований законов симметрии в жизни служат 

строения архитектуры. Это то, что чаще всего мы можем увидеть. В архитектуре оси 

симметрии используются как средства выражения архитектурного замысла. Примеров 

использования симметрии в архитектуре множество, одним из них является прекрасный 

Новосибирский театр оперы и балета. 

Еще одним примером использования человеком симметрии в своей практике - это 

техника. В технике оси симметрии наиболее четко обозначаются там, где требуется оценить 

отклонение от нулевого положения, например на руле грузовика или на штурвале корабля. 

Или одно из важнейших изобретений человечества, имеющих центр симметрии, является 

колесо, также центр симметрии есть у пропеллера и других технических средств. 

Симметрию можно заметить даже там, на что никогда не обращал внимание. 

Например, если вы поместите буквы перед зеркалом, расположив его параллельно строке, 

то заметите, что те из них, у которых ось симметрии проходит горизонтально, можно 

прочесть и в зеркале. А вот те, у которых ось расположена вертикально или отсутствует 

вовсе, становятся «нечитабельными». 

Существуют языки, в которых начертание знаков опирается на наличие симметрии. 

Так, в китайской письменности иероглиф означает именно истинную середину. 

Симметрия также есть и в числах, например, v12345678987654321=111111111; 

v123454321=11111 и т.д. симметрия центральная осевая зеркальная геометрия 

 

Задание: приведите примеры симметрии, встречающейся в жизни человека. 

 

Практическая работа№ 69 
Тема 12.7: Примеры симметрий в профессии 

Цель: Рассмотреть примеры симметрии в профессиональной деятельности 

 

Теоретическая часть: 

Применение математики в будущей профессии – очень актуальная тема нашего 

времени. 

Симметрия в профессии администратора магазина одежды   

В магазине одежды обязанности администратора магазина будут заключаться в 

организации торговых процессов. Дополнительно в обязанности администратора входит 

контроль над размещением товара в торговом зале магазина. И тут главными принципами 

создания баланса являются симметрия и асимметрия.   

Как использовать симметрию в магазине одежды? Так же, как набор весов 

уравновешивает левое и правое на весах, так левая половина витрины или пространства 

магазина уравновешивается правой:  

● вещи и манекены в левой стороне витрины окна должны балансировать с объемом 

справа;  

● стопки сложенных футболок равномерно и симметрично распределены по 

отдельно стоящему столу у входа в магазин;  



 

206 

● висят вещи одинакового ассортимента слева и права.  

Симметрия (осевая) часто используется для оформления вещей в классическом 

стиле. Симметрия придает элегантность и формальность витрины с мужской одеждой; 

оформление в дизайнерских магазинах с минималистичным дизайном ; витрины с 

манекенами с необычной дизайнерской одеждой. Однако симметричное оформление может 

быть немного скучными для более повседневной и базовой одежды, которые требуют чего 

интересного.  

Асимметрия. Для размещения повседневной и базовой одежды обычно используют 

асимметричные витрины. Благодаря асимметрии получается представить базовые вещи 

более необычными. Асимметричный дизайн может вызывать чувство движения и казаться 

более современным, чем симметричный, но при всем этом создать правильные пропорци и 

элементов здесь сложнее.  

Как использовать асимметрию в магазине одежды? В качестве примера 

асимметричного баланса можно привести следующее один манекен в левой части витрины, 

уравновешенный двумя манекенами справа, стоящими близко друг к другу. В целом, 

гармония будет достигнута, поскольку три манекена удобно заполняют пространство, хотя 

они и распределены неравномерно 

Симметрия в профессии водителя. Все автомобили имеют продольную симметрию 

кузова. Не являются исключением и большегрузные машины. Первое, что приходит на ум, 

когда речь идет о симметрии автомобилей, это аэродинамика. Если левая и правая части 

машины будут иметь разную форму, трудно предугадать, как поведет себя воздушный 

поток на большой скорости. В зависимости от скорости воздушные массы по обе стороны 

кузова меняли бы свой угол и неизвестно как пересекались бы между собой, создавая 

лишние проблемы водителю. Из-за ошибок проектирования формы кузова автомобили 

могут терять устойчивость на большой скорости и даже переворачиваться . Это особенно 

опасно для большегрузных машин. Если посмотреть на фуру с разных сторон, то можно 

заметить, что она имеет сразу несколько осей симметрии. Некоторые детали машин имеют 

центральную симметрию: колесо автомобиля, шестеренка и др. Рулевое колесо имеет 

осевую симметрию. При моделировании автомобильных дисков, для расчетов применяют 

поворотную симметрию. Регулировка схождения колес автомобиля производится 

относительно продольной оси симметрии машины. Для наземного вида транспорта в 

большей степени все осевая симметрия. 

 

Задание: приведите примеры симметрии, встречающейся в вашей будущей 

профессии. 

 

Практическая работа№ 70 
Тема 12.13: Объем тела. Отношение объемов подобных тел 

Цель: Рассмотреть примеры нахождения объемов геометрических тел 

Теоретическая часть: 

Все формулы объемов геометрических тел 

1. Расчет объема куба 

 
a - сторона куба 
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Формула объема куба, (V): 

 
  

2. Найти по формуле, объем прямоугольного параллелепипеда 

 
  

a, b, c - стороны параллелепипеда 

Еще иногда сторону параллелепипеда, называют ребром. 

  

Формула объема параллелепипеда, (V): 

 
  

  

3. Формула для вычисления объема шара, сферы 

 
R - радиус шара 

π ≈ 3.14 

  

По формуле, если дан радиус, можно найти объема шара, (V): 

 
   

4. Как вычислить объем цилиндра ? 
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h - высота цилиндра 

r - радиус основания 

π ≈ 3.14 

  

По формуле найти объема цилиндра, есди известны - его радиус основания и высота, 

(V): 

 
  

5. Как найти объем конуса ? 

 
R - радиус основания 

H - высота конуса 

π ≈ 3.14 

 

Формула объема конуса, если известны радиус и высота (V): 

 
  

7. Формула объема усеченного конуса 

 
r -  радиус верхнего основания 

R - радиус нижнего основания 

h - высота конуса 

π ≈ 3.14 
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Формула объема усеченного конуса, если известны - радиус нижнего основания, 

радиус верхнего основания и высота конуса  (V ): 

 
 

8. Объем правильного тетраэдра 

 
Правильный тетраэдр - пирамида у которой все грани, равносторонние 

треугольники. 

а - ребро тетраэдра 

  

Формула, для расчета объема правильного тетраэдра (V): 

 
  

9. Объем правильной четырехугольной пирамиды 

Пирамида, у которой основание квадрат и грани равные, равнобедренные 

треугольники, называется правильной четырехугольной пирамидой. 

 
a - сторона основания 

h - высота пирамиды 

  

Формула для вычисления объема правильной четырехугольной пирамиды, (V): 

 
  

10. Объем правильной треугольной пирамиды 
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Пирамида, у которой основание равносторонний треугольник и грани равные, 

равнобедренные треугольники, называется правильной треугольной пирамидой. 

 
a - сторона основания 

h - высота пирамиды 

  

Формула объема правильной треугольной пирамиды, если даны - высота и сторона 

основания (V): 

 
  

11. Найти объем правильной пирамиды 

Пирамида в основании, которой лежит правильный многоугольник и грани равные 

треугольники, называется правильной. 

 
h - высота пирамиды 

a - сторона основания пирамиды 

n - количество сторон многоугольника в основании 

  

Формула объема правильной пирамиды, зная высоту, сторону основания и 

количество этих сторон (V): 

 
 

12. Расчет объема пирамиды 
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h - высота пирамиды 

S - площадь основания ABCDE 

  

Формула для вычисления объема пирамиды, если даны - высота и площадь 

основания (V): 

 
  

13. Расчёт объёма усечённой пирамиды 

 
h - высота пирамиды 

Sниж - площадь нижнего основания, ABCDE 

Sверх - площадь верхнего основания, abcde 

  

Формула объема усеченной пирамиды, (V): 

 
  

14. Объем шарового сегмента, формула 

Шаровый сегмент- это часть шара отсеченная плоскостью. В данном примере, 

плоскостью ABCD. 

 
  

R - радиус шара 

h - высота сегмента 

π ≈ 3.14 

  

Формула для расчета объема шарового сегмента, (V): 
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15. Объем шарового сектора 

 
R - радиус шара 

h - высота сегмента 

π ≈ 3.14 

  

Формула объема шарового сектора, (V): 

 
  

16. Объем шарового слоя 

 
h - высота шарового слоя 

R - радиус нижнего основания 

r - радиус верхнего основания 

π ≈ 3.14 

  

Формула объема шарового слоя, (V): 

 
  

Решение задач: 

 1.Существует ли призма, имеющая 50 рёбер? 54 ребра? 

Решение: Число ребер n – угольной призмы 3n, поэтому призмы, имеющей 50 ребер, 

не существует, а 54 ребра имеет 18-угольная призма. 

2. Стороны основания прямоугольного параллелепипеда равны 5 см и 12 см , 

диагональ параллелепипеда составляет с плоскостью основания угол 60˚. Найдите объём 

параллелепипеда. 

3. Основанием прямой призмы служит треугольник со сторонами 10, 10, 12. 

Диагональ меньшей боковой грани составляет с плоскостью основания угол 60˚. Найдите 

объём призмы.  
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4. Объем прямоугольного параллелепипеда равен 2. Чему будет равен объем 

параллелепипеда, если каждое его ребро увеличить в 3 раза. 

Решение. Пусть ребра данного параллелепипеда равны a, b и c. Тогда имеем: 

V=abc=2.  

После увеличения каждого ребра в 3 раза его объём будет равен V=3a*3b*3c =27 

abc=27*2=54. 

Ответ: 54. 

5. Аквариум имеет форму прямоугольного параллелепипеда высотой 30 см. Если в 

него налить 30 л. воды, то до верхнего края останется 5 см. Сколько литров воды нужно, 

чтобы наполнить пустой аквариум доверху? 

Решение. Пусть V и H соответственно объем и высота параллелепипеда. 

V=SH . По условию V=30,H=25, тогда 25*S=30. 

После заполнения пустого аквариума доверху H=30. Значит, 30*S=V. 

Найдем отношение = , V=36 л. 

Ответ: 36. 

6. Кубик весит 10 гр. Сколько граммов будет весить кубик, ребро которого в 3 раза 

больше, чем ребро первого кубика, если оба кубика изготовлены из одинакового материала. 

Решение. Пусть V- объём данного параллелепипеда. После увеличения каждого 

ребра в 3 раза, его объём будет равен 27 V. 

, x=270 гр. 

Ответ: 270. 

7. Объём прямоугольного параллелепипеда равен 32. Чему будет равен объём 

параллелепипеда, если каждое его ребро уменьшить в 2 раза. 

8. В сосуд, имеющий форму правильной треугольной призмы, налили воду. Уровень 

воды достигает 36 см. На какой высоте будет находиться уровень воды, если её перелить в 

другой сосуд той же формы, у которого сторона основания в 3 раза больше, чем у первого. 

Ответ выразите в сантиметрах.  

9. Закрытый сосуд в виде прямоугольного параллелепипеда с ребрами 30, 40 и 45 см. 

стоит на горизонтальной поверхности таким образом, что наименьшая грань является дном. 

В сосуд налили воду до уровня 36 см. На каком уровне окажется вода, если сосуд поставить 

на наибольшую грань? Ответ дайте в сантиметрах.  

10. Дано: ABCD - правильная пирамида. АВ = 3; AD = 2√3 (рис. 3). 

Найти: a) Socн.; б) АО; в) DO; г) V.  

11. Дано: ABCDF - правильная пирамида. ∠FCO = 45°; FO = 2 (рис. 4). 

Найти: a) Socн.; б) V. 

 
Решение: 

1) Рассмотрим ΔFOC: ∠O = 90°, ∠C = 45°, значит, ∠F = 45°. Следовательно, ΔFOC - 

равнобедренный, ОС ≈ FO = 2. 

2) АС = 2OС = 4. d = AC = AD√2 (по свойству диагонали квадрата, d2 = 2а2). 

Тогда  
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3) ABCD - квадрат (пирамида правильная).  

4)  

(Ответ: a) 8; 6) 5·1/3.) 

12. Дано: ABCDEKF - правильная пирамида. FO ⊥ (ABC), FM ⊥ AK, FO = 4, FM = 5 

(рис. 5). 

Найти: a) Socн.; б) V. 

  

 
Решение: 

1) Рассмотрим ΔFOM: ∠O = 90° (так как FO ⊥ (ABC), значит, FO ⊥ OM) FO = 

4, FM = 5.  (по теореме Пифагора),  OM = r (r - 

радиус окружности, вписанной в правильный 

шестиугольник).  

 
(Ответ: а) 18√3, б) 24√3.) 

13. Задача: Дана треугольная усеченная пирамида. Ее высота h = 10 см, стороны 

одного из оснований равны a = 27 см, b = 29 см, c = 52 см. Периметр второго основания 

равняется P2=72 см. Найдите объем пирамиды. 

 
Для расчета объема нам потребуется площадь оснований. Зная длины сторон одного 

треугольника, мы можем рассчитать площадь по формуле Герона.  Для этого потребуется 

найти полупериметр: 

 

 
Теперь найдем S2: 

http://2mb.ru/matematika/geometriya/formula-gerona-dlya-ploshhadi-treugolnika/
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Зная, что пирамида усеченная, делаем вывод, что треугольники, лежащие в 

основаниях подобны. Коэффициент подобия этих треугольников можно найти из 

соотношения периметров. Отношение площадей треугольников будет равно квадрату этого 

коэффициента: 

 

 

 
Теперь, когда мы нашли площади оснований усеченной пирамиды, можем легко 

рассчитать ее объем: 

 
Таким образом, вычислив коэффициент подобия и рассчитав площадь оснований, 

мы нашли объем заданной усеченной пирамиды. 

 14. Дано: A1A2A3A4 - ромб, SA1A2A3A4 - пирамида, A1A4 = a, ∠SBO = 

β, ОВ ⊥ A3A4, ∠A2A1O = а (рис. 6). 

Найти: V - ? 

 
Решение: 

1) Рассмотрим  

 

(Ответ: ) 

15 .Найдите объем цилиндра с высотой, равной 3см и диаметром основания – 6см. 

16. Площадь осевого сечения цилиндра равна 21см3, площадь основания  - 18п 

см2  Найдите объем цилиндра. 

17. Свинцовая труба (плотность свинца 11,4 г/см3) с толщиной стенок 4 мм имеет 

внутренний диаметр 13 мм. Какова масса трубы, если ее длина равна 25 м? 
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 = 11,4 г/см3 

R1 = 6,5мм + 4мм = 10,5мм = 1,05см (наружный) 

R2 = 6,5мм = 0,65см 

V = V1 – V2 =  · (1,05)2·2500 -  · 0,652 ·2500 =1700   5338 (см3) 

M =  ·V = 11,4·5338  61кг. 

18. Какое количество нефти (в тоннах) вмещает цилиндрическая цистерна диаметра 

18 м и высотой 7 м, если плотность нефти равна 0,85 г/см3? 

H = 7м; d = 1м; нефти = 0,85 г/см3 

m =? 

Vц = R2H = ·92·7 = 567  (м3) 

m = V·   1513 т 

  

19. Диагональ осевого сечения цилиндра составляет с плоскостью основания 

цилиндра угол 600. Найдите объем цилиндра , если площадь осевого сечения равна 

16   см3. 

 20. На склад в мастерской по пошиву одежды поступил рулон драповой ткани в 

форме цилиндра. При транспортировке был утерян товарный ярлык с  указанием длины 

ткани в рулоне. Необходимо определить длину ткани в рулоне. Произвели необходимые 

измерения, определили высоту и диаметр рулона: 90см  и 30см, толщина ткани 0,2см. 

21. Смолу для промышленных нужд собирают, подвешивая конические воронки к 

соснам. Сколько воронок диаметром 10см с образующей 13 см нужно собрать, чтобы 

заполнить десятилитровое  ведро? 

R=АС/2, R=5см, H=√132-52=12(см), V=1/3*3,14*52*12 ≈314(см3) ≈0,314дм3 

n=10/0,314 ≈31,8.  

Ответ: 32 воронки. 

22. Стог сена имеет форму цилиндра с коническим верхом. Радиус его основания 2,5 

м, высота 4 м, причем цилиндрическая часть стога имеет высоту 2,2 м. Плотность сена 0,03 

г/см3. Определить массу стога сена. 

Решение: 

R = 2,5м 

01ОО1 = 4м 

О1О2 = 2,2м 

 = 0,03г/см3 

m = ·V; Vц = ·2,52 ·2,2 = 13,75 м3= 13750000см3 

Vк = 1/3  · 2,52 ·1,8 = 3,75м3 = 3750000  см3 

M = 0,03 · 17500000  = 0,525  т  1,6 т 
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23. Стаканчик для мороженого конической формы имеет глубину 12 см и диаметр 

верхней части 5 см. На него сверху положили две ложки мороженого в виде полушарий 

диаметром 5 см. Переполнит ли мороженое стаканчик, если оно растает? 

 
OA = 12 см 

BC = d = 5 см 

Переполнит ли мороженое стаканчик? 

V ш = 4/3 R3 (5/2)3 = 125 /6  20  

Vк = 1/3 R2H = 1/3 (5/2)2·12 =  = 25  

Ответ: нет. 

24. Найти объем шара радиусом 10 сантиметров. 

Решение: 

Для того чтобы вычислить объем шара формула используется следующая:  

V = 
4 

3 
π R3 

где V – искомый объем шара, π – 3,14, R – радиус. 

Таким образом, при радиусе 10 сантиметров объем шара равен: 

V = 
4 

3 
3,14 × 103 = 4082 кубических сантиметров. 

25. Во сколько раз увеличится объем шара, если его радиус увеличить в шесть раз? 

 
 

Объем шара находится по формуле: 
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При увеличении радиуса в шесть раз его объём будет: 

 
Таким образом, объем шара увеличится в 216 раз. 

Ответ: 216 

 26. Объем одного шара в 216 раз больше объема второго. Во сколько раз площадь 

поверхности первого шара больше площади поверхности второго? 

 
Формула объёма шара: 

 
Формула площади поверхности шара: 

 
Пусть объёмы шаров соответственно равны: 

 
Из условия следует, что: 

 
То есть, мы установили, что радиус первого больше радиуса второго в 6 раз. Если 

радиус шара уменьшить в 6 раз, то площадь поверхности шара изменится следующим 

образом: 

 
То есть она уменьшится в 36 раз. 

 

Практическая работа№ 71 
Тема 12.15: Комбинации многогранников и тел вращения. Геометрические 

комбинации на практике 

Цель: Изучить чертежи комбинаций многогранников и тел вращения 

 

http://matematikalegko.ru/wp-content/uploads/2013/12/113.g
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Теоретическая часть: 

Мы можем рассматривать комбинации не только пар «тело вращения-

многогранник», но и отдельно тел вращения или отдельно многогранников. 

Так взаимоотношения конуса с цилиндром очень напоминают взаимоотношения 

пирамиды и цилиндра. Это неудивительно, если мы вспомним, что конус – предельный 

случай пирамиды. Понятно, что в конкретный цилиндр можно вписать только один конус: 

с такими же радиусом и высотой. А вот в конус можно вписать разные цилиндры. 

Сфера описана около цилиндра, если окружности его оснований лежат на сфере. 

 
Сфера вписана в цилиндр, если она касается его оснований в его центрах, а 

боковой поверхности по большому кругу, параллельному основанию цилиндра (несложно 

доказать, что в этом случае радиусы сферы и цилиндра совпадают, а высота цилиндра равна 

диаметру сферы) . 

 
Сфера описана около конуса, если окружность его основания и вершина лежат на 

сфере. 

 
Сфера вписана в конус, если она касается его основания в центре, а боковой 

поверхности по окружности. 
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Не стоит заучивать определения всех комбинаций вписанных и описанных тел. 

Просто представьте себе такую комбинацию и вам не составит большого труда дать ей 

определение. 

Задание: 

Что изображено на рисунке? Выберите верный вариант ответа и выделите его 

цветом. 

 

Подсказка 

1. Конус, вписанный в шар 

2. Цилиндр, описанный около шара 
3. Пирамида, вписанная в шар 
 

Практическая работа№ 72 
Тема 12.15: Комбинации многогранников и тел вращения. Геометрические 

комбинации на практике 

Цель: Рассмотреть примеры комбинации многогранников и тел вращения 

 

Теоретическая часть: 

Комбинации многогранников и тел вращения 

Цилиндр - Призма 

Цилиндр называется вписанным в 

призму, если его основания вписаны в 

основания цилиндра. При этом, призма 

называется описанной около цилиндра. 

Свойства: 
В призму можно вписать цилиндр тогда и 

только тогда, когда в ее основание можно 

вписать окружность. 

Радиус основания цилиндра равен радиусу 

окружности, вписанной в основание 

призмы. 

Высота цилиндра равна высоте призмы. 

Цилиндр называется описанным около 

призмы, если его основания описаны около 

оснований цилиндра. При этом, призма 

называется вписанной в цилиндр. 

Свойства: 
Около призмы можно описать цилиндр, 

если около ее оснований можно описать 

окружности. 

Радиус основания цилиндра равен радиусу 

окружности, описанной около основания 

призмы. 

Высота цилиндра равна высоте призмы. 

Цилиндр - Пирамида 

Цилиндр называется вписанным в 

пирамиду, если одно его основание 

совпадает с окружностью вписанной в 

сечение пирамиды плоскостью, 

параллельной основанию, а другое 

основание принадлежит основанию 

пирамиды. 

Цилиндр называется описанным около 

пирамиды, если вершина пирамиды 

принадлежит его одному основанию, а 

другое его основание описано около 

основания пирамиды. Причём описать 

цилиндр около пирамиды можно только 
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тогда, когда в основании пирамиды — 

вписанный многоугольник 

Конус - Призма 

Конус вписан в призму, если его 

основание вписано в одно основание 

призмы, а вершина лежит в другом 

основании призмы. Соответственно, в 

этом случае призма описана около конуса. 

Свойства: 
Если конус вписан в прямую призму, 

часть сечения комбинации тел 

плоскостью, проходящей через ось конуса, 

представляет собой прямоугольник.  

Конус называется описанным около 

призмы, если окружность основания 

конуса описана около основания призмы. 

Конус - Пирамида 

Конус называется вписанным в 

пирамиду, если их вершины совпадают, а 

основание конуса вписано в основание 

пирамиды. 

Свойства: 
Конус можно вписать в пирамиду, если 

апофемы пирамиды равны между собой. 

Конус называется описанным вокруг 

пирамиды, если их вершины совпадают, а 

основание конуса описана вокруг 

основания пирамиды. 

Свойства: 
Конус можно описать вокруг пирамиды 

если, все боковые ребра пирамиды равны 

между собой. 

Сфера- Призма 

Сфера называется вписанной в призму, 

если она касается каждой грани призмы. 

Свойства: 
В призму можно вписать сферу тогда и 

только тогда, когда в перпендикулярное 

сечение призмы можно вписать 

окружность, а высота призмы равна 

диаметру этой окружности: 

R = r = 0,5H, 

где R – радиус вписанного шара, r – 

радиус вписанной окружности, H – высота 

призмы. 

Сфера называется описанной вокруг 

призма, если все вершины призмы лежат 

на сфере. 

Свойства: 
Около призмы можно описать сферу тогда 

и только тогда, когда призма прямая и 

около ее основания можно описать 

окружность. 

Сфера - Пирамида 

В пирамиду можно вписать сферу тогда, 

когда биссекторные плоскости 

внутренних двугранных углов пирамиды 

пересекаются в одной точке. Эта точка 

будет центром сферы. 

Около пирамиды можно описать сферу 

тогда, когда в основании пирамиды лежит 

многоугольник, вокруг которого можно 

описать окружность. Центром сферы будет 

точка пересечения плоскостей, 

проходящих через середины рёбер 

пирамиды перпендикулярно им. 

 

Решение задач: 

Задачи на комбинации круглых тел 
1.В цилиндр вписан шар радиуса 8. 

Найдите площадь полной поверхности 

цилиндра. 

2.Радиус основания конуса 6, радиус 

вписанной в него сферы равен 3. 

Задачи на комбинации круглых тел 
1.В цилиндр вписан шар радиуса 8. Найдите 

площадь полной поверхности цилиндра. 

2.Радиус основания конуса 6, радиус 

вписанной в него сферы равен 3. Вычислите 

площадь осевого сечения конуса. 
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Вычислите площадь осевого сечения 

конуса. 

3.В шар вписан цилиндр, у которого угол 

между диагоналями осевого сечения 

равен 60º. Образующая цилиндра равна 

24. Найдите площадь поверхности шара и 

площадь полной поверхности цилиндра. 

4.В шар вписан конус, радиус основания 

которого 8, высота равна 6. Найдите 

площадь поверхности шара. 

5.В шар вписана пирамида, основанием 

которой является прямоугольник с 

диагональю 10, каждое боковое ребро 

пирамиды составляет с плоскостью 

основания угол 60º. Вычислите площадь 

поверхности шара. 

3.В шар вписан цилиндр, у которого угол 

между диагоналями осевого сечения равен 

60º. Образующая цилиндра равна 24. 

Найдите площадь поверхности шара и 

площадь полной поверхности цилиндра. 

4.В шар вписан конус, радиус основания 

которого 8, высота равна 6. Найдите 

площадь поверхности шара. 

5.В шар вписана пирамида, основанием 

которой является прямоугольник с 

диагональю 10, каждое боковое ребро 

пирамиды составляет с плоскостью 

основания угол 60º. Вычислите площадь 

поверхности шара. 

Задачи на комбинации круглых тел 
1.В цилиндр вписан шар радиуса 8. 

Найдите площадь полной поверхности 

цилиндра. 

2.Радиус основания конуса 6, радиус 

вписанной в него сферы равен 3. 

Вычислите площадь осевого сечения 

конуса. 

3.В шар вписан цилиндр, у которого угол 

между диагоналями осевого сечения 

равен 60º. Образующая цилиндра равна 

24. Найдите площадь поверхности шара и 

площадь полной поверхности цилиндра. 

4.В шар вписан конус, радиус основания 

которого 8, высота равна 6. Найдите 

площадь поверхности шара. 

5.В шар вписана пирамида, основанием 

которой является прямоугольник с 

диагональю 10, каждое боковое ребро 

пирамиды составляет с плоскостью 

основания угол 60º. Вычислите площадь 

поверхности шара. 

Задачи на комбинации круглых тел 
1.В цилиндр вписан шар радиуса 8. Найдите 

площадь полной поверхности цилиндра. 

2.Радиус основания конуса 6, радиус 

вписанной в него сферы равен 3. Вычислите 

площадь осевого сечения конуса. 

3.В шар вписан цилиндр, у которого угол 

между диагоналями осевого сечения равен 

60º. Образующая цилиндра равна 24. 

Найдите площадь поверхности шара и 

площадь полной поверхности цилиндра. 

4.В шар вписан конус, радиус основания 

которого 8, высота равна 6. Найдите 

площадь поверхности шара. 

5.В шар вписана пирамида, основанием 

которой является прямоугольник с 

диагональю 10, каждое боковое ребро 

пирамиды составляет с плоскостью 

основания угол 60º. Вычислите площадь 

поверхности шара. 

 

Практическая работа№ 73 
Тема 12.15: Комбинации многогранников и тел вращения. Геометрические 

комбинации на практике 

Цель: Рассмотреть примеры решения задач на комбинации многогранников и тел 

вращения 

 

Теоретическая часть: 

Шар и многогранник. 

Шар будет вписанным в призму, когда он касается всех граней призмы. 

Принято считать, что шар описан вокруг призмы, исключительно тогда, когда 

все вершины призмы размещены на поверхности шара. 

Шар считается вписанным в пирамиду, когда он касается всех граней пирамиды. 

https://www.calc.ru/Geometricheskiye-Figury-Shar-Sfera.html
https://www.calc.ru/Geometricheskiye-Figury-Prizma-Obyem-Prizmy.html
https://www.calc.ru/Geometricheskiye-Figury-Piramida.html


 

223 

Говорят, что шар описан вокруг пирамиды, когда все вершины 

пирамиды размещены на поверхности шара 

Цилиндр и многогранник 

Указывают, что цилиндр вписан в прямую призму, при условии, что основания 

цилиндра вписаны в основания призмы. 

Считают, что цилиндр описан вокруг прямой призмы, когда выполняется условие - 

его основания описаны около оснований призмы. 

Приято указывать, что цилиндр вписан в пирамиду, когда выполняется требование, 

что одно из его оснований относится к основанию пирамиды, а другое его основание 

вписано в сечение пирамиды плоскостью, параллельной ее основанию. 

Цилиндр описан около пирамиды, когда основание пирамиды вписано в одно из 

оснований цилиндра, а вершина пирамиды относится ко второму основанию цилиндра. 

Конус и многогранник. 

Конус будет вписан в призму, когда основание конуса вписано в одно из оснований 

призмы, а вершина конуса относится к другому основанию призмы. 

Конус считается описан около призмы, когда выполняется условие - вершины 

одного из оснований призмы размещены на поверхности конуса, а все вершины другого 

основания призмы относятся к основанию конуса. 

Указывают, что конус вписан в пирамиду, когда основание конуса вписано 

в основание пирамиды, причем вершина конуса и пирамиды совмещены. 

Указывают, что конус будет описан вокруг пирамиды тогда, когда основание конуса 

описано около основания пирамиды, причем вершина конуса и пирамиды совмещены. 

 

Решение задач: 

Задача 1. В цилиндр вписан шар. Найти отношение их объемов. 

 
Иллюстрация к задаче  

Решение. 

Радиусы цилиндра и шара одинаковы 

 
Высота цилиндра равна двум радиусам (диаметру) шара: 

 
Объем шара выражается формулой: 

 
Объем цилиндра выражается формулой: 

 
Найдем отношение объемов: 

 

https://www.calc.ru/Poverkhnosti-Vtorogo-Poryadka-Tsilindricheskiye-Poverkhnosti.html
https://www.calc.ru/Poverkhnosti-Vtorogo-Poryadka-Tsilindricheskiye-Poverkhnosti.html
https://www.calc.ru/Geometricheskiye-Tela-Tsilindr.html
https://www.calc.ru/Mnogougolniki-Konus-Vpisanniy-V-Prizmu.html
https://www.calc.ru/Poverkhnosti-Vtorogo-Poryadka-Konicheskiye-Poverkhnosti.html
https://www.calc.ru/Geometricheskiye-Tela-Konus.html


 

224 

Т. е. шар, вписанный в цилиндр, занимает  его объема. Заодно отметим тот факт, 

что не в любой цилиндр можно вписать шар. Необходимо, что высота цилиндра была равна 

диаметру шара. 

Ответ: . 

  

Задача 2 

Высота кругового цилиндра на  больше радиуса основания, а площадь полной 

поверхности равна . Найдите радиус описанной вокруг цилиндра сферы. 

 
Иллюстрация к задаче 

Решение. 

Несложно доказать, что центр описанной сферы  лежит на середине высоты 

цилиндра, соединяющей центры его оснований. Если мы будем знать высоту и радиус 

цилиндра, то из треугольника  мы найдем радиус сферы. 

Площадь полной поверхности цилиндра выражается формулой: 

 

Решим полученное уравнение. Сократим обе части уравнения на : 

 
Раскроем скобки, приведем подобные слагаемые: 

 

 

Корни этого уравнения:  и . Отрицательный нам не подходит, 

тогда . 

Высота цилиндра равна: 

 
Половина высоты: 

 
Найдем радиус сферы: 

 Ответ: . 

 

Практическая работа №74 

Тема 11.6: Контрольная работа по разделу 12 «Многогранники и тела вращения» 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 12 

«Многогранники и тела вращения» 

 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных.  
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1. (1 балл) В каких единицах измеряется площадь поверхности многогранника?  

А) в градусах; Б) в метрах; В) в квадратных метрах; Г) в двугранных градусах.  

2. (1 балл) Площадь боковой поверхности призмы вычисляется по формуле:  

А) S = Sбок + 2 Sосн; Б) Sбок = Росн * H; В) S = Ббок + S Sосн; Г) Sбок = 2Росн * H.  

3. (1 балл) Что является осевым сечением усеченного конуса?  

А) равнобедренный треугольник; Б) равнобедренная трапеция; В) прямоугольник; Г) 

прямоугольная трапеция.  

4. (1 балл) Какая фигура получается при вращении прямоугольного треугольника 

вокруг одного из своих катетов?  

А) конус; Б) усеченный конус; В) пирамида; Г) усеченная пирамида.  

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) Ребро основания правильной треугольной пирамиды 3 м, апофема 6м. 

Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.  

6. (2 балла) Диагональ куба равна √588. Найдите его объем.  

7. (2 балла) Прямоугольник со сторонами 8см и 3см вращается вокруг большей 

стороны. Найдите объем, площади боковой и полной поверхностей полученного тела.  

8. (2 балла) Вычислить поверхность кроны кустарника, имеющего форму шара 

радиуса 0,5 м. В ответ запишите число, деленное на π. 

 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ В Б Б А 27 2744 72π; 48π; 64 π 1 

 

Практическая работа№ 75 
Тема 13.1: Декартовы координаты в пространстве. Простейшие задачи в 

координатах 

Цель: Научиться решать простейшие задачи в координатах 

 

Теоретическая часть: 

Формулы деления отрезка в данном отношении на плоскости 

Если известны две точки плоскости , то координаты 

точки , которая делит отрезок  в отношении , выражаются 

формулами: 

 
 

Решение задач: 

Пример 1 

Найти координаты точки , делящей отрезок  в отношении , если известны 

точки  

Решение: В данной задаче . По формулам деления отрезка в данном 

отношении, найдём точку : 
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Ответ:  

В задаче не требуется строить чертежа, но его всегда полезно выполнить на 

черновике: 

 

Действительно, соотношение  выполняется, то есть отрезок  в три раза 

короче отрезка . Если пропорция не очевидна, то отрезки всегда можно измерить 

обычной линейкой. 

 

Пример 2 

Даны точки . Найти: 

а) точку , делящую отрезок  в отношении ; 

б) точку , делящую отрезок  в отношении . 

 

Пример 3 

Точка  принадлежит отрезку . Известно, что отрезок  в два раза длиннее 

отрезка . Найти точку , если . 

Решение: Из условия следует, что точка  делит отрезок  в отношении , 

считая от вершины , то есть, справедлива пропорция: . По формулам деления 

отрезка в данном отношении: 

 

 

Ответ:  

 

Пример 4 

Точка . Отрезок  в полтора раза короче отрезка . Найти точку , 

если известны координат точек . 
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Решение в конце урока. Оно, кстати, не единственное, если пойдёте отличным от 

образца путём, то это не будет ошибкой, главное, чтобы совпали ответы. 

Формулы деления отрезка в данном отношении в пространстве 

Для пространственных отрезков всё будет точно так же, только добавится ещё одна 

координата. 

Если известны две точки пространства , то координаты 

точки , которая делит отрезок  в отношении , выражаются 

формулами: 

. 

 

Пример 5 

Даны точки . Найти координаты точки , принадлежащей 

отрезку , если известно, что . 

Решение:  

По формулам координат середины отрезка: 

 

Ответ:  

 

Пример 6 

Даны точки . Найти координаты точки , если известно, что 

она делит отрезок  в отношении . 

Формулы координат середины отрезка 

 

 
Для пространственного случая справедлива очевидная аналогия. Если даны концы 

отрезка , то координаты его середины  выражаются формулами: 

 
 

Пример 7 

Параллелограмм  задан координатами своих вершин 

. Найти точку пересечения его диагоналей. 

Решение:  

По известному свойству, диагонали параллелограмма своей точкой 

пересечения  делятся пополам, поэтому задачу можно решить двумя способами. 

Способ первый: Рассмотрим противоположные вершины . По 

формулам деления отрезка пополам найдём середину диагонали : 
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В результате:  

Способ второй: Рассмотрим противоположные вершины . По 

формулам деления отрезка пополам найдём середину диагонали : 

 

Таким образом:  

Ответ:  

 

Пример 8 

Даны точки . Найти середину  отрезка . 

 

Пример 9 

Точка  делит отрезок  пополам. Найти точку , если известны 

точки  

Решение: Используем формулы координат середины отрезка: 

 

Нам неизвестны координаты . И снова можно вывести общую формулу для 

их нахождения, но гораздо легче сразу подставить числа. Только пропорциями верти: 

 

Ответ:  

 

Практическая работа№ 76 
Тема 13.2: Векторы в пространстве. Угол между векторами. Скалярное 

произведение векторов 

Цель: Научиться находить скалярное произведение векторов 

 

Теоретическая часть 

Вектор – это направленный прямолинейный отрезок, то есть отрезок, имеющий 

определенную длину и определенное направление. Пусть точка  А – начало вектора, а 

точка B – его конец, тогда вектор обозначается символом  или . 

Вектор  называется противоположным вектору  и может быть обозначен . 

Сформулируем ряд базовых определений.  

Длиной или модулем вектора  называется длина отрезка и обозначается . 

Вектор нулевой длины (его суть - точка) называется нулевым  и направления не имеет. 

https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/1.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/2.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/3.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/1.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/4.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/1.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/80.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/5.jpg?attredirects=0
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Вектор  единичной длины, называется единичным. Единичный вектор,  направление 

которого совпадает с направлением вектора , называется ортом вектора  . 

Векторы называются коллинеарными, если они лежат на одной прямой или на 

параллельных прямых, записывают . Коллинеарные векторы могут иметь 

совпадающие или противоположные направления. Нулевой вектор считают коллинеарным 

любому вектору. 

Векторы называются равными , если они коллинеарны, одинаково 

направлены и имеют одинаковые длины. 

 Три вектора в пространстве называются компланарными, если они лежат в одной 

плоскости или на параллельных плоскостях. Если среди трех векторов хотя бы один 

нулевой или два любые коллинеарны, то такие векторы компланарны. 

Рассмотрим в пространстве прямоугольную систему координат 0xyz. Выделим на 

осях координат 0x, 0y, 0z единичные векторы (орты) и обозначим их 

через  соответственно. Выберем произвольный вектор  пространства и совместим 

его начало с началом координат. Спроектируем вектор  на координатные оси и обозначим 

проекции через ax, ay, az  соответственно. Тогда нетрудно показать, что  

.                                                                        

Эта формула является основной в векторном исчислении и называется разложением 

вектора по ортам координатных осей. Числа ax, ay, az называются координатами 

вектора . Таким образом, координаты вектора являются его проекциями на оси 

координат. Векторное равенство (2.25) часто записывают в виде  

. Мы будем использовать обозначение 

вектора в фигурных скобках, чтобы визуально легче различать координаты вектора и 

координаты точки. С использованием формулы длины отрезка, известной из школьной 

геометрии, можно найти выражение для вычисления модуля вектора: 

 
то есть модуль вектора равен корню квадратному из суммы квадратов его координат. 

Обозначим углы между вектором   и осями координат через α, β, 

γ  соответственно. Косинусы этих углов называются для вектора  направляющими, и для 

них выполняется соотношение: Верность данного равенства 

можно показать с помощью свойства проекции вектора на ось, которое будет рассмотрено 

в нижеследующем пункте 4. 

Пусть в трехмерном пространстве заданы 

векторы  своими координатами.  Имеют 

место следующие операции над ними: линейные (сложение, вычитание, умножение на 

число и проектирование вектора на ось или другой вектор); не линейные – различные 

произведения векторов (скалярное, векторное, смешанное). 

1. Сложение  двух векторов производится покоординатно, то есть если  

 
Данная формула имеет место для произвольного конечного числа слагаемых. 

Геометрически два вектора складываются по двум правилам: 

а) правило треугольника – результирующий вектор суммы двух векторов соединяет 

начало первого из них с концом второго при условии, что начало второго совпадает с 
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концом первого вектора; для суммы векторов – результирующий вектор суммы соединяет 

начало первого из них с концом последнего вектора-слагаемого при условии, что начало 

последующего слагаемого совпадает с концом предыдущего; 

б) правило параллелограмма (для двух векторов) – параллелограмм строится на 

векторах-слагаемых как на сторонах, приведенных к одному началу; диагональ 

параллелограмма исходящая из  их общего начала, является  суммой  векторов. 

2. Вычитание двух векторов производится покоординатно, аналогично сложению, 

то есть если , то  

. 

Геометрически два вектора складываются по уже упомянутому правилу 

параллелограмма с учетом того, что разностью векторов является диагональ, соединяющая 

концы векторов, причем результирующий вектор направлен из конца вычитаемого в конец 

уменьшаемого вектора. 

Важным следствием вычитания векторов является тот факт, что если известны 

координаты начала и конца вектора, то для вычисления координат вектора необходимо 

из координат его конца вычесть координаты его начала. Действительно, любой вектор 

пространства  может быть представлен в виде разности двух векторов, исходящих из 

начала координат: .  

Координаты векторов  и  совпадают с координатами точек А и В, так как 

начало координат О(0;0;0). Таким образом, по правилу вычитания векторов следует 

произвести вычитание координат точки А из координат точки В. 

3. Умножение вектора на число λ покоординатно: . 

При  λ>0 – вектор  сонаправлен ; λ<0 – вектор  противоположно 

направлен ; |λ|>1 –  длина вектора  увеличивается в λ раз; |λ|<1 –  длина 

вектора   уменьшается в λ раз. 

4. Пусть в пространстве задана направленная прямая (ось l), вектор  задан 

координатами конца и начала. Обозначим проекции точек A и B на ось l соответственно 

через A’  и B’. 

Проекцией вектора  на ось l называется длина вектора ,   взятая со 

знаком «+», если вектор  и ось  l  сонаправлены,  и  со знаком «–

»,  если  и l  противоположно направлены.   

Если в качестве оси l взять некоторый другой вектор , то получим проекцию 

вектора  на вектор . 

Рассмотрим некоторые основные свойства проекций: 

1) проекция вектора  на ось l равна произведению модуля вектора  на косинус 

угла  между вектором и осью, то есть ; 

2.) проекция вектора на ось положительна (отрицательна), если вектор образует с 

осью острый (тупой) угол, и равна нулю, если этот угол – прямой;  

3) проекция суммы нескольких векторов на одну и ту же ось равна сумме проекций 

на эту ось. 
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Сформулируем определения и теоремы о произведениях векторов, представляющих 

нелинейные операции над векторами. 

5. Скалярным произведением  векторов  и  называется число (скаляр), 

равное произведению длин этих векторов на  косинус угла φ между ними, то есть  

   

Очевидно, что скалярный квадрат любого ненулевого вектора равен квадрату его 

длины, так как в этом случае угол , поэтому его косинус (в 2.27) равен 1. 

Теорема 2.2. Необходимым и достаточным условием перпендикулярности двух 

векторов является равенство нулю их скалярного произведения  

Следствие. Попарные скалярные произведения единичных орт равны нулю, то 

есть  

Теорема 2.3. Скалярное произведение двух векторов 

, заданных своими координатами, равно 

сумме  произведений их одноименных координат, то есть  

С помощью скалярного произведения векторов можно вычислить угол между 

ними.  Если  заданы два ненулевых вектора своими 

координатами , то косинус угла φ между ними: 

 

Отсюда следует условие перпендикулярности ненулевых векторов   и  : 

 

Нахождение проекции вектора  на направление, заданное вектором  , может 

осуществляться по формуле 

 
С помощью скалярного произведения векторов находят работу 

постоянной  силы  на прямолинейном участке пути. 

Предположим, что под действием постоянной силы  материальная точка 

перемещается прямолинейно из положения А в положение B. Вектор силы образует 

угол φ с вектором перемещения  (рис. 2.14). Физика утверждает, что работа 

силы  при перемещении   равна . 
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Следовательно, работа постоянной силы при прямолинейном перемещении точки ее 

приложения равна скалярному произведению вектора силы на вектор перемещения. 

Векторным произведением  вектора  на вектор  называется вектор , 

удовлетворяющий следующим условиям: 

–  перпендикулярен  векторам   и ; 

– имеет длину, равную , где φ – угол, образованный 

векторами   и ; 

– векторы  образуют правую тройку. 

 

 

Решение задач: 

Пример 1 

Найти скалярное произведение векторов  и , если  

Решение: Используем формулу . В данном случае: 

 

Ответ:  
Пример 2 

Найти , если , а угол между векторами равен . 

Угол между векторами и значение скалярного произведения 

В Примере 1 скалярное произведение получилось положительным, а в Примере 2 – 

отрицательным. Выясним, от чего зависит знак скалярного произведения. Смотрим на нашу 

формулу: . Длины ненулевых векторов всегда 

положительны: , поэтому знак может зависеть только от значения косинуса. 

Угол между векторами может изменяться в пределах , и при этом 

возможны следующие случаи: 

1) Если угол между векторами острый:   (от 0 до 90 градусов), 

то , и скалярное произведение будет положительным: . Особый 

случай: если векторы сонаправлены, то угол между ними считается нулевым , и 

https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/39.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/53.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/2.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/26.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/54.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/54.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/2.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/26.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/55.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/2.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/26.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/56.jpg?attredirects=0


 

233 

скалярное произведение также будет положительным. Поскольку , то формула 

упрощается: . 

2) Если угол между векторами тупой:   (от 90 до 180 градусов), 

то , и, соответственно, скалярное произведение отрицательно: . 

Особый случай: если векторы направлены противоположно, то угол между ними считается 

развёрнутым:  (180 градусов). Скалярное произведение тоже отрицательно, так 

как  

Справедливы и обратные утверждения: 

1) Если , то угол между данными векторами острый. Как вариант, векторы 

сонаправлены. 

2) Если , то угол между данными векторами тупой. Как вариант, векторы 

направлены противоположно. 

Но особый интерес представляет третий случай: 

3) Если угол между векторами прямой:  (90 градусов), 

то  и скалярное произведение равно нулю: . Обратное тоже верно: 

если , то . Компактно утверждение формулируется так: Скалярное 

произведение двух векторов равно нулю тогда и только тогда, когда данные векторы 

ортогональны. Короткая математическая запись:  

А что будет, если вектор  умножить на самого себя? Понятно, что вектор 

сонаправлен сам с собой, поэтому пользуемся вышеуказанной упрощенной формулой: 

 

Или:  

Число  называется скалярным квадратом вектора , и обозначатся как . 

Таким образом, скалярный квадрат вектора  равен квадрату длины данного 

вектора: 

 
Из данного равенства можно получить формулу для вычисления длины вектора: 

 

Для произвольных векторов  и любого числа  справедливы следующие 

свойства: 

1)  – переместительный или коммутативный закон скалярного 

произведения. 

2)  – распределительный или дистрибутивный закон скалярного 

произведения.  

3)  – сочетательный или ассоциативный закон скалярного 

произведения. Константу можно вынести из скалярного произведения. 

Пример 3 
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Найти скалярное произведение векторов  и , если известно, 

что . 

Решение:  

 

Подставляем выражения векторов . 

Раскрываем скобки по правилу умножения многочленов 

В первом и последнем слагаемом компактно записываем скалярные квадраты 

векторов: . Во втором слагаемом используем перестановочность 

скалярного произведения: . 

Приводим подобные слагаемые: . 

В первом слагаемом используем формулу скалярного квадрата , о которой 

не так давно упоминалось. В последнем слагаемом, соответственно, работает та же 

штука: . Второе слагаемое раскладываем по стандартной 

формуле . 

Подставляем данные условия , и проводим 

окончательные вычисления. 

Ответ:  

Отрицательное значение скалярного произведения констатирует тот факт, что угол 

между векторами  является тупым. 

Решение упражнений: 

Пример 4 

Найти скалярное произведение векторов  и , если известно, 

что . 

Пример 5 

Найти длину вектора , если . 

Решение  
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Ответ:  

Пример 6 

Найти длину вектора , если . 

Пример 7 

Найти угол между векторами  и , если известно, что . 

Решение: Используем формулу: 

 

Итак, если , то:  

Ответ:  

Пример 7 

Даны  – длины векторов ,  и угол между ними . Найти 

угол между векторами , . 

Задание даже не столько сложное, сколько многоходовое.  

Разберём алгоритм решения: 

1) По условию требуется найти угол между векторами  и , поэтому нужно 

использовать формулу . 

2) Находим скалярное произведение  (см. Примеры №№3,4). 

3) Находим длину вектора  и длину вектора  (см. Примеры №№5,6). 

4) Концовка решения совпадает с Примером №7 – нам известно число , а 

значит, легко найти и сам угол:  

Краткое решение и ответ в конце урока. 

Второй раздел урока посвящен тому же скалярному произведению. Координаты. 

Будет  даже проще, чем в первой части. 

Пример 8 

Найти скалярное произведение векторов: 

а)  и  

б)  и , если даны точки  

Ответ:  

При некотором опыте скалярное произведение можно приноровиться считать устно. 

Пример 9 

Даны четыре точки пространства 

. Выяснить будут ли 

перпендикулярными следующие прямые: 
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а) ; 

б) . 

Пример 10 

При каком значении  векторы  будут ортогональны? 

Решение: По условию требуется найти такое значение параметра , чтобы данные 

векторы были ортогональны. Два вектора 

пространства  ортогональны тогда и только тогда, 

когда . 

 Составим уравнение: 

 
Раскрываем скобки и приводим подобные слагаемые: 

 
Решаем простейшее линейное уравнение: 

 

Ответ: при  

Пример 11 

При каком значении  скалярное произведение векторов  будет 

равно –2? 

Найти скалярное произведение векторов  и , если  

Это пример для самостоятельного решения. Здесь можно использовать 

ассоциативность операции, то есть не считать , а сразу вынести 

тройку за пределы скалярного произведения и домножить на неё в последнюю очередь. 

Решение и ответ в конце урока. 

В заключение параграфа провокационный пример на вычисление длины вектора: 

Пример 12 

Даны три вершины треугольника . Найти  (угол при 

вершине ). 

Решение: По условию чертёж выполнять не требуется, но всё-таки: 

 
Найдём векторы: 
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Вычислим скалярное произведение: 

 
И длины векторов: 

 
Косинус угла: 

 

 
Найдём сам угол: 

 

Ответ:  

Пример 13 

В пространстве задан треугольник координатами своих 

вершин . Найти угол между сторонами  и  

Пример 14  

С помощью скалярного произведения векторов найти угол при вершине A параллелограмма 

ABCD,  построенного на векторах   

 Решение. Вычислим модули векторов и их скалярное произведение по теореме: 

 
Отсюда согласно формуле (2.29) получим косинус искомого угла  

 
 

Практическая работа № 77 
Тема 13.3: Практико-ориентированные задачи на координатной плоскости 

Цель: Научиться решать задачи на координатной плоскости 

 

Теоретическая часть: 

https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/40.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/41.jpg?attredirects=0
https://sites.google.com/site/vyssaamatem/kupit-ucastok/ii-6-vektory-v-prostranstve-i-dejstvia-nad-nimi/42.jpg?attredirects=0
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Решение задач: 

1. Найдите координаты вектора , если  и     

Дано: Решение: 
 

Координаты вектора по 

двум точкам. Находим 

координаты вектора: из конца вектора вычитаем 

значение координат начала вектора. 

  

               -

? 

Ответ: ⃗𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ {−1;0;2}  

2.                  Точка  – середина отрезка . Найдите координаты точки  , 

если  и   

. 

 

 
3. Найдите длину вектора 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , если       . 
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                4.          Даны векторы ,  и . Найдите .  

Дано:   Решение: 

                                   Найдем сумму соответствующих координат векторов: 

                                      

                                    Длина вектора по его координатам: 

                                                    .  

                         ?            Подставим значения координат: 

  

Ответ:   

 
6. Построить треугольник с вершинами А (– 4; 2), В (0; – 1) и С (3; 3) и определить 

его периметр и углы. 

Решение. Чтобы вычислить периметр необходимо найти длины сторон 

треугольника. Найдем длины сторон по формуле (1): 

. 

. 

. 

Периметр вычислим по формуле р = d1 + d2 + d3, т. е. 
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. 

 
Выполним чертеж. 

Так как треугольник равнобедренный, то углы при основании равны, т. е. α = γ. Тогда 

β = 180 – α – α = 180 – 2∙α 

По теореме косинусов найдем угол α: 

ВС2 = АС2 + АВ2 + 2∙АС·АВ∙cos α. 

. 

, 

т. е. = 45º. Значит β = 180º – 90º = 90º. Следовательно, треугольник является 

прямоугольным. 

7. Даны вершины треугольника АВС: А (1; 5), В (9; 10); С (10; 3). Определить 

координаты точки пересечения медиан треугольника. 

Решение. Сначала найдем координаты точки D середины одной из сторон, например 

стороны АВ. Для этого воспользуемся формулой (3): 

. 

Точка М, в которой пересекаются медианы, делит отрезок CD в отношении 2:1, 

считая от точки С. Следовательно, координаты точки М определяются по формулам (2): 

. 

Ответ: . 

8. Известны точки А (– 2; 5), В (4; 17) – концы отрезка АВ. На этом отрезке находится 

точка С, расстояние которой от точки А в два раза больше расстояния от точки В. 

Определить координаты точки С. 

Решение. Так как |AC| = 2∙|CB|, то λ = |AC|:|CB| = 2. Следовательно, 

  
Ответ: С (2; 13). 

 

Практическая работа №78 

Тема 13.4: Контрольная работа по разделу 13 «Координаты и векторы» 

Цель: Проверить уровень усвоения данного материала по разделу 13 «Координаты 

и векторы» 

 

При решении заданий 1-4 запишите правильный ответ из четырех 

предложенных.  
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1. (1 балл) Даны точки А(1,0,5), В(-2,0,4), С(0,-1,0), Д(0,0,2). Какие из них лежат на 

координатной прямой Оу?  

А) А; Б) В; В) С; Г) Д.  

2. (1 балл) Какие из векторов а(1,0,-1), с(1/3,2/3,-2/3), в(1,1,1), р(0,0,-2) являются 

единичными?  

А) а; Б) с; В) в; Г) р.  

3. (1 балл) Какие из векторов а(1,2,-3), с(3,6,-6), в(2,4,-6) коллинеарны?  

А) а, в; Б) с, в; В) а, с; Г) коллинеарных векторов нет.  

4. (1 балл) Даны точки А(2,0,5), В(2,4,-2) С(-2,6,3). Серединой какого отрезка 

является точка М(0,3,4)?  

А) АВ; Б) ВС; В) АС; Г) СВ. 

При выполнении заданий 5-8 запишите ход решения и полученный ответ.  

5. (2 балла) Даны векторы а(-6,0,8), в(-3,2,-6). Найдите скалярное произведение 

векторов.  

6. (2 балла) При каких значениях п векторы а⃗⃗ (4,п,2), в⃗⃗ (1,2,п) перпендикулярны?) 

7. (2 балла) Даны векторы а(-6,0,8), в(-3,2,-6). Найдите косинус угла между 

векторами.  

8. (2 балла) Докажите, что четырёхугольник АВСД является ромбом, если:  

А(6,7,8), В(8,2,6), С(4,3,2), Д(2,8,4). 

 

Эталоны ответов: 

Номер 

задания 
1 2 3 4 5 6 7 8 

Ответ В В А В -30 -1 -3/7 - 
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